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b. Gesellsch. Wissensch. 


1. Steiner’s Untersuchungen über die Krümmungshalbmesser der 
Kegelschnitte gehören mit zu den schönsten jener vielen Resultate, 
welche die synthetische Geometrie der Kegelschnitte den Forschungen 
des bahnbrechenden Genie dieses grossen Geometers verdankt. Unter 
diesen Resultaten ist insbesondere ein Satz hervorzuheben, welcher 
für die constructive Bestimmung des Krümmungshalbmessers für einen 
beliebigen Punkt eines Kegelschnittes von Wichtigkeit ist und fol- 
sendermassen lautet: 

Die Tangente und Normale in einem beliebigen 
Punkte p eines Kegelschnittes Ü’ bestimmen mit den 
Kegelschnittaxen vier Tangenten einer Parabel I, 
welche die Normalein dem Krümmungsmittelpunkte m 
für p berührt. 

Diesem Satze hat Herr Schröter den letzten Artikel des zweiten 
Abschnittes der von ihm herausgegebenen Steiner’schen Universitäts- 
vorträge über „die Theorie der Kegelschnitte gestützt auf projecti- 
vische Eigenschaften“ gewidmet und einige aus demselben resulti- 
rende Folgerungen erörtert, insofern dies eben bei der Fülle des in 
jenen Vorlesungen angehäuften Stoffes thunlich erschien. I 

In der Reihe der umfassenden aus diesem Satze fliessenden 
Consequenzen ist auf die, unserer Ansicht nach, wichtigste bisher 
noch nicht hingewiesen worden, welche, mehr als jede andere, die 
grosse Bedeutung des Satzes für die synthetische Geometrie der 
Kegelschnitte in das richtige Licht zu stellen vermag. Dieselbe bildet 
den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung und kulminirt in dem 
nachstehenden Ausspruche: 

Alle bisher bekannten Krümmungsradius-Gon- 
structionen der Kegelschnittesind unmittelbare Corol- 
larien des angeführten Steiner’schen Satzes; derselbe 

ist überdies die gemeinschaftliche Quelle für die Be- 
ir 
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weise einer beträchtlichen Reihe neuer Krümmungs- 
radius-Constructionen, von denen viele die meisten 
der bisher bekannten an Einfachheit bedeutend 
überragen. 

2. Wir wollen zunächst in Kurzem zeigen, in welcher Weise 
Steiner den Beweis seines Satzes führte. Den bereits citirten Vor- 
lesungen über synthetische Geometrie zufolge geschah dies auf Grund- 
lage des nachfolgenden auf elementarem Wege leicht zu beweisen- 
den Satzes, welcher für die Ellipse und Hyperbel gleichmässig gilt, 
und blos für die Parabel eine unwesentliche Modification erleidet. Die 
Normale N (Fig. 1) eines beliebigen Punktes p der Ellipse C trifft 
die Axen derselben in zwei solchen Punkten «, 5, dass das Verhält- 
niss der Abschnitte pa, pb constant bleibt, gleich dem Verhältniss 
der Quadrate der Axen. Construiren wir daher die Normale N, in 
einem zweiten beliebigen Punkte p,, welche die Axen in a, 5b, 
pa An 
Pb 277 To 

Dies beweist, dass die veiden Normalen durch die Secante pp, 
und die Kegelschnittaxen projectivisch-ähnlich geschnitten werden 
und es gilt daher der nachstehende Satz: 

Die Normalen in zwei beliebigen Punkten eines 
Kegelschnittes, die Sehne derselben und die beiden 
Axen sind allemal fünf Tangenten einer Parabel. 

Hiedurch ist der Beweis des Steiner’schen Satzes schon erledigt. 
Denn halten wir den einen Ellipsenpunkt p fest und drehen die 
Secante P um p derart, dass sich p, dem p unbegrenzt nähert, so ist 
die Grenzlage dieser Secante die Tangente des Kegelschnittes in p, 
während die beiden nun zusammenfallenden Normalen N, N, in der 
Grenzlage ihres Schnittpunktes von derjenigen Parabel 77 berührt 
werden, welche die Tangente, Normale und die beiden Kegelschnitt- 
axen zu Tangenten besitzt. Diese Grenzlage des Schnittpunktes 
zweier unendlich naher Normalen ist der Krümmungsmittelpunkt. 

Für unsere speciellen Zwecke ist der erläuterte Beweis des 
Steiner’schen Satzes nicht geeignet und wir werden aus diesem 
Grunde im Nachfolgenden vor allem einen allgemeineren Beweis des 
Satzes liefern, dessen Zweckmässigkeit sich für unsere Untersuchungen 
in der Folge vielfach rechtfertigen wird. | 

3. Wir gehen von einem Satze aus, welcher auch unserem, in 
der Sitzung der math. naturwissenschaftlichen Classe am 9. Februar 
1872 in der k. böhm. Gesellschaft der Wissenschaften gehaltenen 


schneidet, so muss allemal Sein. 
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Vortrag: „Über die Bestimmung der Axen von Centralprojectionen 
des Kreises“ zum Ausgangspunkt diente und für den wir im Nach- 
folgenden einen selbständigen neuen Beweis liefern wollen. 

Beschreibt (siehe Fig. 2) eine Gerade @ in der Ebene eines 
Kegelschnittes €’ einen Strahlenbüschel mit dem Scheitel p, so ist 
die Enveloppe der zu ihr in jeder Lage rechtwinkligen und bezüglich 
C ceonjugirten Geraden @, eine Parabel IZ, welche die Axen von € 
und die Normalstrahlen 4, 7, der Strahleninvolution des Punktes p 
zu Tangenten hat. 

Bei der Drehung der Geraden @ durchlauft der Pol g, der- 
selben die gerade Polare ? von p, und es ist die Punktreihe P dem 
Strahlenbüschel p projectivisch, was zur Rechtfertigung des ausge- 
sprochenen Satzes hinreicht. Nicht ohne Interesse dürfte jedoch der 
nachfolgende Beweis des Satzes sein. 

- Legen wir durch p und die Doppelpunkte 9,g, der Involution 
auf P einen Kreis X und construiren zu g,g,,p den vierten harmo- 
nischen p zugeordneten Punkt 9, so liegt der zweite Schnittpunkt g 
von @ mit X auf der Geraden 9,9. Denn projieiren wir die vier 
harmonischen Punkte aus g auf P, so erhalten wir die harmonische 
Punktreihe gg,29,: 

Betrachten wir ferner das durch die Geraden gg,, 6, @, gebildete 
rechtwinklige Dreieck für jede Lage der beweglichen Geraden @, so 
sehen wir, dass der Winkel g desselben constant bleibt, und dass 
demzufolge auch der Winkel bei g, seine Grösse nicht ändert. Wenn 
sich aber ein Winkel von unveränderlicher Grösse in der Ebene (im 
bestimmten Sinne) derart fortbewegt, dass ein Schenkel desselben 
durch einen festen Punkt p geht, der Scheitel auf einer festen Ge- 
raden P gleitet, so berührt der zweite Schenkel eine Parabel, die 
9 zum Brennpunkt, die Gerade P zur Tangente besitzt und letztere 
in jenem Punkte berührt, mit dem der Scheitel zusammenfällt, wenn 
der beschreibende Schenkel mit der Geraden ? zur Deckung gelangt. 

Für diesen Satz findet man einen elementaren Beweis im ersten 
von Herrn Geiser bearbeiteten Bande von J. Steiner’s Vorlesungen 
pag. 114 der ersten Auflage. Dieser Beweis kann jedoch auch in 
der nachfolgenden Weise einfach hergestellt werden. Offenbar fällt 
derselbe mit dem Beweise des nachstehenden Satzes zusammen: Zieht 
man (siehe Fig. 3) aus dem Brennpunkte f einer Parabel U nach 
allen Tangenten 7,,7,.... Strahlen unter einem const.: Winkel « 
nach derselben Seite, so liegen die Fusspunkte g,,9, .... auf einer 
Tangente @ der Parabel. Die Tangente berührt die Parabel in jenem 
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Punkte g, dessen Leitstrahl mit der Tangente den Winkel « (nach 
derselben Seite) einschliesst. s 

Denn drehen wir die Punkte 9,,9..... um f als Centrum um 
einen Winkel B—=90°’— «, so werden die gedrehten Punkte 91, 9u..... 
auf einer zur Axe der Parabel normalen Geraden @, liegen. Sind 
nämlich s,,s,.... die Schnittpunkte der Tangenten mit der Scheitel- 
tangente S' der Parabel, so liegt in Folge der Ähnlichkeit der recht- 
winkligen Dreiecke fs, 91, f89, -... der Punkt gı auf fs,, Punkt gu 
auf fs, u. s. w. und es ist das Verhältniss: 

ER N Aa 

Ip. 7 Yan u Sg © 
constant. Die Punkte gı,9n.... liegen daher in der That auf einer 
Geraden @, und in Folge dessen ist der geometrische Ort der Punkte 
91,95... ebenfalls eine Gerade @. Da jedoch die Punkte 9,,9 .-- 
auf den einzelnen Tangenten der Parabel liegen, so ist evident, dass 
@ keine reelle Secante der Parabel sein kann. Wenn wir daher dar- 
thun, dass @ mit © dennoch einen Punkt gemeinschaftlich hat, so 
ist der Beweis hiefür dargebracht, dass @ die Tangente der Parabel 
für diesen Punkt sein muss. Wir erhalten jedoch eine solche Tan- 
gente, für welche der Fusspunkt g des entsprechenden Strahles fg 
auf die Parabel C fällt, wenn wir den Winkel afs gleich 8 machen 
und in s die Normale auf fs errichten. 

Denken wir uns durch den Berührungspunkt g der auf diese 
Weise erhaltenen Parabeltangente eine Parallele zur Axe gezeichnet, 
so bildet diese mit der Tangente einen Winkel, der gleich ist dem 
Winkel asf und daher gleich «. Der Winkel, den der Leitstrahl fg mit 
der Tangente einschliesst, ist daher ebenfalls «, aus welchem Grund der 
geometrische Ort der Punkte g, 9,,9, mit der Tangente sg zusammenfällt. 

Kehren wir nach dieser Abschweifung zu Fig. 2 zurück, so finden 
wir, für specielle Lagen von @, dass die Axen A, B von € die Polare 
P von p, die Normalstrahlen 4, 4, der Strahleninvolution p. und die 
Kegelschnittnormalen N, N, der Punkte g,g, ebenfalls Tangenten von 
II sind. Da die Geraden A, B und HZ, H, auf einander resp. senk- 
recht stehen, so ist der Durchmesser op von C' die Directrix D von 
JI und der Parabelbrennpunkt p fällt mit demjenigen Diagonalpunkte 
des vollständigen Vierseits ABAH, zusammen, welcher auf der Dia- 
gonale D nicht liegt. Diese Relation liefert eine einfache Construc- 
tion für 9. Mit Hilfe des Kreises X wird, nebenbei bemerkt, der 
Brennpunkt g am einfachsten erhalten, indem wir durch den zweiten 
Schnittpunkt von D mit K die Parallele zu 99, zeichnen. Denn 
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denken wir uns diesen Schnittpunkt mit d bezeichnet, so sind die 
Verbindungsgeraden desselben mit den Punkten 9, 9,9, 9 (da dp die 
Strecke gg, halbirt) vier harmonische Strahlen, dabei dp dem’dy 
conjugirt. | 

Die Normalen N, N, der Punkte g,g, schneiden sich im Punkte 
m, der aus sehr nahe liegenden Gründen auf der Peripherie des 
Kreises X liegen muss. 

Lassen wir nun den Punkt p mit einem Punkte des Kegel- 
schnittes C' zusammenfallen. Dann fallen auch (siehe Fig. 4) die 
beiden von p an C gehenden Tangenten 7,7, in der Tangente 
P von p zusammen, während die Grenzlage des Schnittpunktes m 
der beiden zusammenfallenden Normalen N, N, den Krümmungsmittel- 
punkt für p liefert. 

Der Kreis X wäre daher in dem vorliegenden Falle durch m 
derart zu legen, dass er in p die Tangente ? berührt. Lassen wir 
wieder einen Strahl @ um p als Scheitel einen Strahlenbüschel in 
der Ebene von € beschreiben, so wird die Enveloppe der zu ihm in 
jeder Lage normalen conjugirten Geraden eine Parabel IZ sein, welche 
die Axen A, B von C und P, N zu Tangenten, folglich po zur Directrix 
D besitzt. Der Brennpunkt 9 von IT ist der Diagonalpunkt des voll- 
ständigen Vierseits ABPN, welcher auf der Diagonale D nicht liegt. 
Die Parabel berührt N im Punkte m, da dieser Punkt, wie bemerkt 
wurde, die Grenzlage des Schnittpunktes zweier unmittelbar auf ein- 
ander folgenden Tangenten N, N, der Parabel IT ist. 

Der Berührungspunkt rn der Tangente P mit der Parabel I7 ist 
der Pol von N in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt € Von 
der Richtigkeit dieser Bemerkung können wir uns leicht überzeugen, 
wenn wir beachten, dass, vermöge der Erzeugungsweise der Parabel 
II, das vom Pole n der Geraden N auf diese Gerade gefällte Per- 
pendikel eine Tangente der Parabel II sein muss, woraus dann ferner 
erhellet, dass n die Grenzlage des Schnittpunktes zweier unmittelbar 
aufeinander folgenden Tangenten der Parabel ist. Die Gerade no 
halbirt daher die Secante N des Kegelschnittes. Der ferneren Unter- 
suchungen wegen erscheint es erwünscht noch auf einige Tangenten 
der Parabel II aufmerksam zu machen, die sich für specielle Lagen 
der Geraden @& ergeben. Schneidet P die Asymptoten des Kegel- 
schnittes (’ in g,g,, so sind die in jenen Punkten auf die bezüglichen 
Asymptoten errichteten Normalen Q, Q, Tangenten von II, Denn es 
ist die Polare von g bezüglich C parallel zur Asymptote og und jene 
von g, parallel zu og,. 


Da je zwei durch einen Brennpunkt gehende conjugirte Gerade 
auf einander senkrecht stehen, so folgt, dass die in den Brennpunkten 
F,f von C auf die Leitstrahlen des Punktes p errichteten Normalen 
F, F, Tangenten der Parabel II sein müssen. 


Bekanntlich geht die Berührungssehne eines- jeden Punktes der 
Directrix einer Parabel durch den Brennpunkt, und steht in dem- 
selben auf der Verbindungsgeraden des Punktes mit dem Brennpunkte 
senkrecht. Wir erhalten daher die Berührungssehne mn des Punktes p 
in Bezug auf die Parabel IZ, indem wir in die Normale auf 9p 
errichten, was uns zu einer einfachen Öonstruction des Krümmungs- 
mittelpunktes m für p führt. Aus den Eigenschaften des vollstän- 
digen Vierseits ABNP folgt noch, dass die Geraden op und 09 mit 
den Axen A, B des Kegelschnittes C, und po, pp mit der Normale 
und Tangente gleiche Winkel einschliessen. 

Das Resultat der bisherigen Auseinandersetzungen beweist, dass 
es gestattet ist, den Steiner’schen Satz in einer etwas allgemeineren 
Form und zwar nachfolgend auszusprechen: 


Wirdin der Ebene eines KegelschnittesC um einen 
beliebigen Punkt p desselben ein Strahl G gedreht, so 
ist die Enveloppe des ihm in jeder Lage bezüglich C 
conjugirten normalen Strahles @ eine Parabel I7*), 
welche die Kegelschnittaxen, die Tangente und Nor- 
male vonp und zwar die letztere imKrümmungsmittel- 
punkte m des Punktes p berührt. 


Dass die Fassung des Steiner’schen Satzes in dieser Form für 
unsere Zwecke insbesondere geeignet ist, werden wir bei der Bestim- 
mung des Krümmungsmittelpunktes für einen beliebigen Punkt eines 
Kegelschnittes namentlich dann bestätigt finden, wenn der Kegel- 


schnitt nicht durch seine Axen, sondern durch conjugirte Diameter 


oder andere Bestimmungsstücke gegeben sein wird. 


4. Im Vorangehenden wurde bereits nebenbei bemerkt, wie der 
Steiner’sche Satz zur Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes für 
einen beliebigen Punkt eines Kegelschnittes verwendet werden könnte. 
Diese Construction des Krümmungsmittelpunktes, welche die Kennt- 
niss des Parabelbrennpunktes @ erfordert, gehört jedoch, selbst in 
dem Falle, wenn die Axen des Kegelschnittes (der Lage nach) gege- 


*) Diese Parabel werden wir in der Folge immer die Steiner’sche Parabel 
nennen. 
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ben Sind, nicht zu den einfachsten, die aus dem Steiner’schen Satze 
direct abgeleitet werden können. Wir gelangen zu einfacheren Con- 
structionen des Krümmungshalbmessers, wenn wir den Berührungs- 
punkt m der Normale N von C mit der Steiner’schen Parabel IT nach 
-dem Satze von Brianchon ermitteln, 

Im Nachfolgenden wollen wir uns zunächst mit der Bestimmung 
des Krümmungshalbmessers für einen beliebigen Punkt p einer Ellipse 
C beschäftigen, wobei C durch die Tangente des Punktes und die 
Lage der Axen bestimmt sein soll. 

Bei dieser Annahme ist die Steiner’sche Parabel des Punktes p 
durch zwei Paare von rechtwinkligen Tangenten (nämlich die Axen 
der Ellipse und die Tangente und Normale von p) direct bestimmt, 
daher auch ihre Directrix und der Berührungspunkt auf der unendlich 
fernen Geraden gegeben. 
| Da bekanntlich fünf Tangenten einen Kegelschnitt eindeutig 
bestimmen, von der Parabel aber offenbar sechs Tangenten direct 
gegeben sind, so gelangen wir, wenn wir fünf von den gegebenen 
sechs Tangenten (unter denen sich die Normale N des Kegelschnittes 
C befinden muss) zu einem einfachen Fünfseit zusammenfassen, mit 
Hilfe des Brianchon’schen Satzes, zu den nachfolgenden Constructionen 
des Berührungspunktes m auf N d. h. des Krümmungsmittelpunktes 
für einen beliebigen Punkt von C. 

In Fig. 5 ist eine Ellipse C durch die Lage ihrer Axen, einen 
Punkt p und die Normale desselben vollständig bestimmt. Die 
Steiner’sche Parabel IT des Punktes p ist durch die Kegelschnitt- 
axen, die Normale und Tangente von p fixirt. Sie berührt (da op 
ihre Leitlinie ist) die unendlich ferne Gerade im unendlich fernen 
Punkte einer auf op normalen Geraden. Wir bezeichnen, um den 
Berührungspunkt der Parabel IZT mit der Normale zu erhalten, diese 
Normale mit 1,2, die Axen von C mit 3, 6 resp., die unendlich ferne 
Gerade (welche, da wir deren Berührungspunkt mit IZ kennen, für 
zwei Tangenten zählt) mit 4,5. 

Nach dem Satze von Brianchon schneiden sich die Geraden 

12728 2 34 
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in dem Brianchon’schen Punkte b. Da wir die beiden letzteren Geraden 
I, II kennen, so ist 5 bestimmt und die von 5 nach dem unendlich 
fernen Berührungspunkte gehende, daher auf op normale Gerade III 
geht durch den Schnittpunkt m der beiden unendlich nahen Tangenten 
1, 2 d. h. durch den gesuchten Krümmungsmittelpunkt für ?. 


Aus dieser Construction folgt: 


Errichtet man in den Punkten «, ß,in denen die 
Normale eines beliebigen Ellipsenpunktesp die Axen 
schneidet, die Senkrechten auf diese Axen und fällt 
von dem Schnittpunkte 5 derselben ein Perpendikel 
auf den Diameter des Punktes p, so geht dieses durch 
den Krümmungsmittelpunkt m von p hindurch. 

Wird durch o die Parallele zu mb, daher die Normale auf 0p 
verzeichnet, so ist das Dreieck ogß mit bm«& congruent und folglich 


am — ßg. 
In dieser Relation liegt eine sehr einfache Construction des 
Krümmungshalbmessers. 


Sind (Fig. 6) die Axen einer Ellipse (der Lage nach), ein Punkt 
p derselben und seine Normale gegeben, so errichten wir auf op 
in o die Senkrechte, bis die Normale in g getroffen wird und machen 

am — ßg 
oder eg = fm. 

Diese Construction wurde von Herrn Dr. Geisenheimer, Berg- 
schul-Director in Tarnowitz, im 21 Bande Schlömilch’s Zeitschrift für 
Mathematik und Physik auf pag. 80. ohne Beweis mitgetheilt. 

Aus derselben folgt auch die nachstehende Krümmungshalb- 
messer-Construction. 


Die Normale des Ellipsenpunktes p (siehe Fig. 7) schneide die 
Axen wieder in « und ß; wir beschreiben mit o@ um « als Mittel- 
punkt einen Kreis und verbinden den Diametralpunkt e von o mit 
dem Punkte d, in welchem der Ellipsendiameter op von dem Kreise 
geschnitten wird. Diese Verbindungsgerade trifft die Normale in 9, 
und es ist: 

eg = fm. 

Bezeichnen wir die Normale des Ellipsenpunktes p wieder mit 
1, 2, die Axen resp. mit 5, 6, die unendlich ferne Gerade mit 4, 
während wir uns die Tangente von p mit 3 bezeichnet denken, so 
liefert der Brianchon’sche Satz die nachfolgenden Constructionen für 
die Bestimmung des Berührungspunktes m der Normale mit der 
Steiner’schen Parabel des Punktes p. 


Es schneiden sich (siehe Fig. 8 und 13) die Geraden 
23 34 
56) “ si) z 
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im Brianchon’schen Punkte 5 und die durch 5 nach dem Schnitt- 
punkte von 5 mit der unendlich fernen Geraden gehende, daher mit 
der Axe 5 parallele Gerade III trifft die Normale im gesuchten 
Krümmungsmittelpunkte m. Daher der Satz: 

Wenn man im Schnittpunkte der Normale N eines 
Ellipsenpunktes p mit einer Axe der Ellipse die Senk- 
rechte auf N errichtet, diese mit dem Durchmesser von 
p zum Schnitt bringt, und durch den Schnittpunkt die 
Parallele Il zur zweiten Axe zieht, so geht III durch 
den Krümmungsmittelpunkt m von p hindurch. 

Die eben erläuterten Krümmungshalbmesser-Constructionen Fig. 
8 und 13 gehören mit zu den einfachsten, die wir kennen. Sie scheinen 
bereits lange bekannt zu sein, denn wir finden dieselben schon in 
Herrn K. H. Schellbach’s Werke „Die Kegelschnitte für den Gebrauch 
in Gymnasien und Realschulen“, Berlin 1843, auf Seite 83 durch 
Rechnung bewiesen und in Fig. 61, Taf. III dargestellt. 

Bezeichnen wir (siehe Fig. 9 und 10) die Normale mit 1, 2, 
die Axen resp. mit 3, 4 und die unendlich ferne Gerade (deren Be- 
rührungspunkt mit der Parabel wir bei der Construction benützen 
wollen) mit 5, 6, so liefert der Brianchon’sche Satz die nachfolgende 
Construction für die Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes m. 
Die durch den Schnittpunkt der Normale mit der Axe 3 auf op ge- 
fällte Senkrechte I wird von der durch o parallel zur Normale gezo- 
“ genen Geraden II im Brianchon’schen Punkte b geschnitten, durch 
den die Gerade III parallel zur Axe 4 gezogen, die Normale im 
Krümmungsmittelpunkte m schneidet. 

Wenn wir zur Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes m blos 
eine von den Axen der Ellipse C' benützen und diese z. B. mit 3, 
die Normale mit 1, 2. die unendlich ferne Gerade mit 4, 5 bezeichnen, 
während wir uns die Tangente des Punktes p mit 6 bezeichnet denken, 
so resultiren die Krümmungsmittelpunkt-Constructionen Fig. 11 und 12. 

Wir zeichnen durch den Schnittpunkt der Normale mit der Axe 
3 die Parallele I zur Tangente (daher Senkrechte auf die Normale) 
bis sie die durch p parallel zu derselben Axe gezogene Gerade II 
im (Brianchon’schen) Punkte d schneidet. Die durch 5 auf den Durch- 
messer op gefällte Normale III geht durch m. 

Durch Vergleich der Resultate der Fig. 8 und 11, ferner 12 
und 13 gelangen wir zu dem nachfolgenden Satze: 

Errichtet man im Schnittpunkte der Normale eines 
beliebigen Ellipsenpunktespmit einerAxederRllipse 
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die Senkrechte auf die Normale, so bildet diese mit 
der durch p zu derselben Axe gezogenen Parallelen und 
dem Durchmesser des Punktes p ein Dreiseit, dessen 
Höhenschnitt der Krümmungsmittelpunkt von pist. 

Auch diesen Satz findet man in dem cit. Werke Schellbach’s 
auf pag. 24 ausgesprochen und bewiesen. 

Bezeichnen wir die Axen der Ellipse (siehe Fig. 14 und 15) 
resp. mit 6, 4, die Normale mit 1, 2, die Tangente mit 3 und die 
unendlich ferne Gerade mit 5, so resultirt aus dem Brianchon’schen _ 
Satze nachfolgende Construction für m. 

Durch den Punkt p wird die Parallele I zur Axe 6 der Ellipse 


gezeichnet und mit der Diagonale II des vollständigen Vier- 


34 
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seits 1 3 4 6 im Brianchon’schen Punkte b zum Schnitt gebracht. 
Die durch 5 zur anderen Axe der Ellipse gezogene Parallele III 
trifft die Normale im Krümmungsmittelpunkte m. 

Wir führen folgende Bezeichnung ein: Für die Normale 1, 2, 
die Ellipsenaxen 3, 4, die Tangente 5 und die unendlich ferne Gerade 6. 

Wird dann (siehe Fig. 16 und 18) durch o die Parallele II zur 
Normale und durch den Schnittpunkt der Normale mit der Axe 3 
die Parallele I zur Tangente gezeichnet, so liefern diese Geraden I], 
II den Brianchon’schen Punkt d, dessen Verbindungsgerade III mit 
dem Punkte 45 durch m geht. 

Die Bezeichnung 1, 2 für die Normale, 4, 5 für die RA 
3 für die Tangente und 6 für die unendlich ferne Gerade führt zu 
den Krümmungsmittelpunkt-Constructionen Fig. 17 und 24. 

Durch p wird die Parallele I zur Axe 5 und durch den Schnitt- 
punkt der Tangente mit der Axe 4 die Parallele II zur Normale 
gezeichnet. Die Geraden I, II bestimmen den Brianchon’schen-Punkt 
b, welcher mit dem Mittelpunkte o der Ellipse verbunden, eine durch 
m gehende Gerade liefert. 

Wird die Normale wieder mit 1, 2, die Tangente mit 4, die 
unendlich ferne Gerade mit 5 bezeichnet, während den Axen der 
Ellipse die Bezeichnung 3, 6 resp. zukommt, so gelangen wir durch 
den Brianchon’schen Satz zu den Krümmungsmittelpunkt-Construc- 
tionen Fig. 19 und 19a. Wir ziehen durch den Schnittpunkt der 
RE mit der einen Axe die Parallele zur zweiten, bis die Diago- 
; 

Punkte 5 geschnitten wird. Durch 5 ist die Gerade III senkrecht 


nale I‘ ni II des vollständigen Vierseits 1 3 4 6 im (Brianchon’schen) 
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auf die Ellipsennormale zu fällen; beide Geraden schneiden sich in 
dem gesuchten Krümmungsmittelpunkte m. Pr 

Eine andere Construction des Krümmungshalbmessers kann so 
ausgesprochen werden: 

Wenn man in dem Schnittpunkte der Tangente eines beliebigen 
Ellipsenpunktes p mit einer Axe der Ellipse die Parallele II (siehe 
Fig. 20 und 21) zur Normale und durch den Schnittpunkt der Nor- 
male mit derselben Axe die Parallele I zur zweiten Axe zieht, so 
trifft die Gerade III, welche den Punkt I II mit dem Schnittpunkte 
der Tangente und der zweiten Axe verbindet, die Normale im Krüm- 
mungsmittelpunkte m. 

Dieser Satz wird durch die in den Figuren 20 und 21 einge- 
führte Bezeichnung der Tangenten der Steiner’schen Parabel des 
Punktes p mit Hilfe des Brianchon’schen Satzes begründet. 

5. Ist o (siehe Fig. 22, 23) der Mittelpunkt einer Ellipse, ferner 
1, 2 die Normale und 4 die Tangente eines beliebigen Punktes der- 
selben, so gelangen wir, wenn mit 3 eine von den beiden Ellipsen- 
axen und mit 5, 6 die unendlich ferne Gerade bezeichnet wird, zur 
folgenden Krümmungsradius-Construction. 

Wir ziehen durch den Schnittpunkt der Tangente und der Axe 
3 die Parallele II zur Normale und fällen aus dem Schnittpunkte 
der Normale mit dieser Axe das Perpendikel I auf den Ellipsen- 
diameter des Punktes p; die Geraden I, II schneiden sich im 
(Brianchon’schen) Punkte b und der Fusspunkt m der von diesem 
Punkte auf die Normale gefällten Senkrechten III ist der gesuchte Krüm- 
mungsmittelpunkt. 

Fällen wir von dem Punkte 3 4 die Senkrechte auf op, so 
bildet diese mit der Tangente und Normale ein Dreieck aßp (in Fig. 
23 jedoch ddp), welches mit dem Dreieck 1 I III congruent ist. Aus 
dieser Congruenz ergiebt sich folgende Relation: 

Schneiden (siehe Fig. 22a und 23a) die Tangente und 
Normale eines beliebigen Ellipsenpunktes p die eine 
Axe der Ellipse in den Punkten a, a und ist ß der 
Schnittpunkt der Normale mit dem von aauf den Durch- 
messer des Punktes p gefällten Perpendikel, so ist aß 
dem Krümmungsradius pm von p gleich. 

Nebenher bemerkt folgt hieraus noch der Satz: 

Die von den Schnittpunkten ec, d (Fig. 25) der Tangente eines 
beliebigen Punktes » der Ellipse mit den Axen derselben auf den 
Durchmesser op gefällten Perpendikel schneiden auf der Normale von 


14 
Ir 


p eine Strecke yÖ ab, die gleich ist der zwischen den Axen der Ellipse 
liegenden Strecke aß der Normale. 

Dieselben Resultate können auch aus der, nunmehr keines wei- 
teren Commentars erheischenden Fig. 26 in doppelter Weise abge- 
leitet werden. 

Sehr einfach ist auch der unmittelbare Zusammenhang der Con- 
structionen Fig. 23a und Fig. 28 zu erklären. 

In der letzteren Fig. wurde pg gleich gemacht p« und in g die 
Senkrechte auf den Durchmesser op errichtet. Diese schneidet die 
Normale in s und es ist: 

? qas —Z am. 

Denken wir uns nämlich von «@ die Senkrechte auf o p gefällt, 
so bildet diese mit der Tangente und Normale von p ein Dreieck, 
welches mit p g s congruent ist, woraus mit Bezug auf Fig. 23 a 
die Richtigkeit der Construction sofort erhellet. 

6. Eine der bekannteren Constructionen des Krümmungshalb- 
messers für einen beliebigen Punkt p der Ellipse ist die nachfolgende. 

Man beschreibt über der grossen Axe der Ellipse einen Kreis 
K und fällt von p auf diese Axe eine Senkrechte, welche, in ihrer 
Verlängerung über p hinaus, X in p, schneidet. Wird vom Schnitt- 
punkte a der Normale mit der grossen Axe ein Perpendikel auf den 
Radius op, des Kreises X gefällt, und durch den Fusspunkt 5, des- 
selben die Parallele zu p p, gezogen, so trifft letztere die Normale in m. 

Diese Construction lässt sich mit Hilfe des Vorangehenden leicht 
beweisen, wenn wir die Ellipse als affine Projection des Kreises X 
betrachten. 

Um zunächst den zu p homologen Punkt p, auf X in dem Falle 
zu erhalten, wenn die Ellipse blos durch die Lage der Axen den 
Punkt p und dessen Tangente gegeben ist, beschreiben wir (siehe 
Fig. 27) über oc als Durchmesser einen Halbkreis und ziehen pp, 
normal auf oc. Denn opc ist die affıne Projection des rechten Win- 
kels op, ce und folglich op, ein Radius von X. Fällen wir nun von 
a die Senkrechte ab, auf den Radius und suchen zu dieser Geraden 
die homologe a 5b in Bezug auf die Ellipse, so muss, nach dem be- 
kannten Affınitätsgesetze, die Gerade cp mit ab parallel sein und 
folglich «5 auf der Normale von p senkrecht stehen. Fig. 8 beweist 
jedoch, dass die von db auf die grosse Axe der Ellipse gefällte Senk- 
rechte (in unserer Figur daher die Gerade 55,) die Normale im Krüm- 
mungsmittelpunkte m schneidet. ® 
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Auch die in Rede stehende Construction finden wir in Schell- 
bach’s „Kegelschnitte* auf pag. 81 bewiesen. .. 


Daselbst wird auf Seite 85 auch die folgende Construction mit- 
getheilt und durch Rechnung bewiesen. 


Man verlängert die Ordinate pv des Punktes p (siehe Fig. 31) 
und zieht durch den zweiten Schnittpunkt p, derselben mit der Ellipse 
die Senkrechte auf die Normale von p, bis die Axe in » getroffen 
wird. Ist « der Schnittpunkt der Normale mit der Axe und »5 pa- 
rallel zu @p,, so geht die Gerade 5o durch den Krümmungsmittel- 
punkt m. 

Vermöge der Construction ist 

ED RBV Un vUnD 
und daher das Dreieck 5np bei n rechtwinklig. 

Schneidet die Tangente die Axe in c, so ist nv=ve und 
folglich auch der Winkel pcb ein rechter. 


Diese Relation beweist, dass die vorliegende Construction blos 
eine complicirte Umschreibung der in Fig. 24 dargestellten Krüm- 
mungshalbmesser-Bestimmung repräsentirt. 


7. Denken wir uns eine Parabel durch Vervollständigung zweier 
projectivisch ähnlichen Punktreihen erzeugt, so entspricht bekanntlich 
dem gemeinschaftlichen Schnittpunkte der beiden Reihen in jeder 
derselben ein Berührungspunkt der Parabel. Ferner ist bekannt, dass 
die Verbindungsgerade dieser Berührungspunkte der geometrische Ort 
der Schnittpunkte ist, in welchen sich die wechselweisen Verbindungs- 
geraden irgend zweier Paare homologer Punkte der projectivisch ähn- 
lichen Punktreihen treffen. Hieraus folgt die Krümmungsradius-Con- 
struction Fig. 29. Wir construiren die Rechtecke cpag und Ppdh, 
welche die Ellipsen-Tangente und Normale zu Seiten und je eine 
Ellipsenaxe zur Diagonale haben; die Verbindungsgerade der Eck- 
punkte g, A geht durch den Krümmungsmittelpunkt m. 


Aus dieser Construction folgt unmittelbar jene in Fig. 30 dar- 
gestellte. Sind «c und ß d jene Strecken, welche durch die Normale 
und Ellipse des Punktes p mit den Axen hervorgebracht werden, 7, 
ö ihre respt. Halbirungspunkte, dann schneidet p d auf der Normale 
die Länge pu ab, gleich dem halben Krümmungshalbmesser des 
Punktes p. Oder wir machen 

v9=PpY 
und Rz WO, 
dann geht g Ah durch m. 
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Aus Fig. 29 folgt ferner, dass der Krümmungsmittelpunkt m 
die durch die Axen auf der Normale abgeschnittene Strecke &ß in 
demselben Verhältniss theilt, in welchem die zwischen diesen Axen 
von der Tangente enthaltene Strecke cd, durch den Punkt p getheilt 
wird. Diese Relation gilt für vier beliebige Tangenten einer Parabel. 

8. Von einer Hyperbel C’ sind (siehe Fig. 32) die Axen 3, 4 
ein Punkt p und seine Normale 1, 2 gegeben, man bestimme den 
Krümmungsradius von p. 

Wir wissen, dass dieser Krümmungsmittelpunkt m der Berüh- 
rungspunkt der Normale mit der Steiner’schen Parabel I/ des Punktes p 
ist, und dass diese auch die Hyperbelaxen und die Tangente von p_ 
berührt. Diese Parabel hat somit den Diameter op zur Directrix 
und berührt in Folge dessen die unendlich ferne Gerade in dem un- 
endlich fernen Punkte einer auf op normalen Geraden. Denken wir 
uns daher die unendlich ferne Gerade mit 5, 6 bezeichnet, so führt 
der Brianchon’sche Satz zur folgenden Krümmungsradius-Construction. 


Die Geraden B: E: ss II schneiden sich im Brianchon’schen 
Punkte db, dessen Verbindungsgerade III mit 45 die Normale im 
Krümmungsmittelpunkte m schneidet. 

Die durch o parallel zu I, daher normal auf op gezogene Ge- 
rade bestimmt mit der Axe 4 und der Normale ein Dreieck, das mit 
dem Dreiecke 1 I III congruent ist. Dies begründet folgende Con- 
struction des Krümmungshalbmessers für einen beliebigen Punkt » 
der Hyperbel. Wir errichten (siehe Fig. 32 a) in o die Senkrechte 
auf den Diameter op und bringen diese mit der Normale in g zum 
Schnitt. Sind « und ß die Schnittpunkte der Normale resp. mit der 
reellen und imaginären Axe der Hyperbel, so ist: 

Bg= uam 
und folglich auch eg=Pßm. 

Von einer Hyperbel C (siehe Fig. 33) sind die Axen 3, 6, der 
Punkt p und seine Normale 1, 2 gegeben. Bezeichnen wir die un- 
endlich ferne Gerade, als Tangente der Steiner’schen Parabel des 
Punktes p, mit 4, 5, so führt der Brianchon’sche Satz zu folgendem 
Resultate: 

Errichtet man in den Schnittpunkten der Axen 
einer Hyperbel mit der Normale eines beliebigen 
Punktes p derselben die Senkrechten I], II auf diese 
Axen, so geht die vom Schnittpunkt 5 dieser Senk- 
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rechten auf den Diameter op gefällte Normale Ill durch 
den Krümmungsmittelpunkt von 2. 

Denken wir uns in o die Senkrechte auf op errichtet, so bildet 
diese mit 6 und der Normale 1 ein Dreieck, das mit 1 I III con- 
gruent ist. Dies beweist wieder die Construction Fig. 32 a. 

Die Begründung einer sehr einfachen Krümmungsradius-Con- 
struction der Hyperbel enthält Fig. 34. In dem Schnittpunkte der 
Normale mit der reellen Axe wird die Senkrechte I auf die Normale 
(daher die Parallele zur Tangente) verzeichnet und mit dem. Durch- 
messer von p in 5 zum Schnitt gebracht. Das vom Punkte 5b auf die 
reelle Axe gefällte Perpendikel trifft die Normale im Krümmungs- 
mittelpunkte m für p. 

Hier haben wir die Axen resp. mit 3, 4, die Normale mit 1, 2 
und die unendlich ferne Tangente mit 5 bezeichnet, während wir uns 
die Tangente des Punktes p mit 6 bezeichnet gedacht haben. 

Ist (siehe Fig. 35) 3 die imaginäre Axe der Hyperbel, 1, 2 die 
Normale des Hyperbel-Punktes p, 6 die Tangente desselben und 4, 5 
die unendlich ferne Gerade, so schneidet die durch p parallel zur 
imaginären Axe gezogene Gerade II die im Schnittpunkte der ima- 
ginären Axe mit der Normale auf letztere errichtete Senkrechte I 
im Brianchon’schen Punkte db, von dem wir die Senkrechte III auf 
op zu fällen haben, um eine durch m gehende Gerade zu erhalten. 

Wird von dem Punkte 36}d die Senkrechte auf op gefällt, so 
bildet, dieselbe mit der imaginären Axe und der Normale ein mit 
1 1I III congruentes Dreieck. 

Hieraus folgt: 

Fällt man von dem Punkte d (Fig. 35 a), in welchem 
die Tangente eines beliebigen Hyperbelpunktes p die 
imaginäre Axe schneidet, auf den Durchmesser des 
Punktes die Senkrechte und wird diese von der Nor- 
male in d getroffen, während die imaginäre Axe die 
Normale im Punkte ß schneidet, so ist die Strecke Pd 
dem Krümmungsradius pm des Punktes p gleich. 

Für die reelle Axe der Hyperbel gilt der analoge Satz: 

Schneiden die Tangente und Normale eines belie- 
bigen Hyperbelpunktes p (siehe Fig. 36 a) die reelle Axe 
resp. in a, a und wird durch « die Senkrechte auf den 
Diameter vonp gefällt, welche die Normale in ß trifft, 
so ist die Länge aßdem Krümmungshalbmesser von p 
gleich, 
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Um den letzten Satz zu beweisen, bezeichnen wir (siehe Fig. 36) 
die reelle Axe der Hyperbel mit 3, die Normale“des Punktes p mit 
1, 2, seine Tangente mit 6 und die unendlich ferne Gerade mit 4, 5. 
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Die Geraden 1 ‚u bestimmen den Brianchon’schen Punkt 5b - 


56° 61 
und die von 5b auf den Durchmesser op gefällte Senkrechte gl 


schneidet die Normale in m. 


Wird von 3 6 das Perpendikel auf op gefällt, so bildet dieses 


mit der reellen Axe und der Normale ein Dreieck, das mit bmp con- 
gruent ist, woraus die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes sofort 
erhellet. 


bigen Punkt p einer gegebenen Parabel C' und zwar in der Entste- 
hungsweise, welche wir in Fig. 4 für dieselbe kennen gelernt haben, so 
gelangen wir unmittelbar zu dem Resultate, dass die Axe von C die 


9, Betrachten wir die Steiner’sche Parabel IT für einen belie- 


Scheiteltangente, und die durch p» parallel zu dieser Axe gezogene 


Gerade die Directrix von IZ ist. Da nebstdem die Tangente und 
Normale des Punktes p Tangenten von IZ sind, so ist die Steiner’sche 
Parabel II vollständig bestimmt. 

In Fig. 37 ist p ein Punkt einer Parabel C, 1, 2 seine Normale 
und 3 die Axe von C. Denken wir uns die unendlich ferne Gerade 
als Tangente der Steiner’schen Parabel IT des Punktes p mit 4,5 
und die Tangente von p mit 6 bezeichnet, so gilt nach dem Brian- 
chon’schen Satze nachfolgende Construction für die Bestimmung des 
Berührungspunktes m der Parabel II mit der Normale 1,2. 
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Die Geraden I II schneiden sich im Brianchon’schen 


56 761 
Punkte 5, und die von b auf 3 gefällte Senkrechte III schneidet die 
Normale im Krümmungsmittelpunkte m. 

Wird die Normale des Punktes p der Parabel C'mit 1, 2, seine 
Tangente mit 3, die Parabelaxe mit 4 und die unendlich ferne Ge- 
rade (deren Berührungspunkt mit der Steiner’schen Parabel IT des 
Punktes p wir kennen) mit 5, 6 bezeichnet, so gilt für den Krüm- 
mungsmittelpunkt m von p die Construction Fig. 38. 


23 34] 
Die Geraden 56 I. sr) 181 


treffen sich im Brianchon’schen Punkte 5, durch welchen die Gerade 


III parallel zur Axe der Parabel € zu ziehen ist, die durch den 


Krümmungsmittelpunkt m von p geht. 
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Errichten wir im Schnittpunkte der Tangente 3 mit der Axe 4 
auf die letztere eine Senkrechte, so bildet diese mit der Axe 4 und 
der Normale ein mit pbm congruentes Dreieck. Hieraus folgt: 

Schneiden (Fig. 39) dieNormale und Tangente eines 
beliebigen Parabelpunktes p die Axe der Parabelina, 
eresp. und trifft die inc auf.die Axe errichtete Senk- 
rechte die Normale ing, soist.ag die Länge des Krüm- 
mungshalbmessers des Punktes p. 

10. Bei den im Vorangehenden erörterten Krümmungshalbmesser- 
Constructionen haben wir den Kegelschnitt C stets durch die Lagen 
seiner Axen, einen Punkt p. (dessen Krümmungsmittelpunkt construirt 
werden sollte) und seine Normale fixirt. 

Wir wenden uns nun zu denjenigen aus dem Steiner’schen Satze 
resultirenden Krümmungshalbmesser-Constructionen der Kegelschnitte, 
welche mit Zuhilfnahme der Brennpunkte von C erhalten werden. 

Beiläufig sei jedoch im Voraus bemerkt, dass diese Construc- 
tionen die Einfachheit der vorangehenden nicht erreichen und ihre 
praktische Verwendbarkeit nicht besitzen. 

Von einer Ellipse C’'sind die Brennpunkte f, f, (Fig. 40) und 
ein Punkt p gegeben; man soll den Krümmungsradius für p be- 
stimmen. 

Es ist bekannt, dass nicht nur die Axen von C, die Normale 
und Tangente von p, Tangenten der Steiner’schen Parabel IT dieses 
Punktes sind, sondern, dass wir zwei andere Tangenten von II auch 
direct erhalten, indem wir in den Brennpunkten auf die Leitstrahlen 
des Punktes p die Senkrechten errichten. Bei der Construction des 
Berührungspunktes der Normale mit der Stein’schen-Parabel IZ, unter 
Zuhilfenahme des Brianchon’schen-Satzes, können daher auch diese 
beiden letztgenannten Parabeltangenten oder eine derselben benützt 
werden. | 

Bezeichnen wir z. B. die in f auf den Leitstrahl 9 errichtete 
Senkrechte mit 4, die grosse Axe von C’ mit 3, die Tangente mit 6, 
die unendlich ferne Gerade mit 5 und suchen wir den Berührungs- 
punkt m, in dem die Normale 1, 2 die Steiner’sche Parabel IT be- 
rührt, so gelangen wir zu einer allgemein bekannten und «m bäufig- 
sten angewendeten Krümmungshalbmesser-Construction. 
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Die Geraden 56 I, “ pf 
treffen sich im Brianchon’schen Punkte 5, durch welchen die Gerade 
III nach dem unendlich fernen Punkte 4 5 (daher eine Normale auf 
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pb) zu ziehen ist, die durch 12 geht, Aus der Figur ist ersichtlich, 
dass die Verzeichnung der Geraden 4 und der Tangente 6 des Punktes 


p nicht nothwendig war, und dass sich die ganze Construction fol- % 


gendermassen gestaltet. | 

Wir errichten (siehe Fig. 40«) in dem Punkte a, in dem die 
Normale die grosse Axe der Ellipse schneidet, die Senkrechte auf die 
Normale und bringen diese mit einem Leitstrahl von p in 5b zum 
Schnitt. Die in 5 auf den Leitstrahl errichtete Senkrechte geht durch 
den Krümmungsmittelpunkt von p. | 

Wie bereits erwähnt wurde, ist diese Construction des Krüm- 
mungsmittelpunktes die meist bekannte und angewendete. Man bemerkt 
jedoch sogleich, dass sie unter den bisher angeführten Constructionen, 
in Betreff der Einfachheit, nicht die erste Stelle einnimmt, dass sie im 
Gegentheil von einigen derselben in dieser Beziehung übertroffen wird. 

Dass jedoch diese bereits längst bekannte Construction *) nichts 
anderes ist, als ein Corollar des Steiner’schen Satzes, wurde bisher 
unseres Wissens nicht ausgesprochen, ist jedoch unstreitig von grossem 
theoretischen Interesse. 

Eine andere Krümmungshalbmesser-Construction wird mit Hilfe 
der Brennpunkte erhalten, wenn wir (siehe Fig. 41) die grosse Axe 
mit 4, die in f auf den Leitstrabl errichtete Senkrechte mit 3 und 
die unendlich ferne Gerade mit 5 bezeichnen, während wir uns die 
Tangente von p mit 6 bezeichnet denken. **) 

Nach dem Satze von Brianchon haben wir im Punkte 2 3 die 
Senkrechte auf die Normale zu errichten, diese mit dem Leitstrahl 
in 5 zum Schnitt zu bringen und dm parallel zur grossen Axe zu 
ziehen. 

Bezeichnen wir die Ellipsen-Axen resp. mit 5, 6 die Normale 
im Brennpunkte auf den Leitstrahl mit 3 und die unendlich ferne 
Gerade mit 4, so resultiren die Constructionen Fig. 42 und 45. 

Die Geraden # I, ei II 
schneiden sich in 5 und die durch 5 parallel zur Axe 5 gezogene Ge- 
rade III schneidet die Normalg im Krümmungsmittelpunkte. 


*) Man vergleiche die Note „Zur Theorie des Krümmungskreises“ auf pag. 218 
des 31. Theiles von Grunert’s „Archiv der Mathematik und Physik“ 1858. 

**) Wie im Vorangehenden, so wird auch in der Folge die Normale stets mit 
1, 2 bezeichnet werden. 
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Ist (siehe Fig. 44) 4 die kleine Axe der Ellipse, 3 die in f auf 
den Leitstrahl errichtete Senkrechte, 5 die unendlich ferne Gerade, 
während wir uns mit 6 die Tangente des Punktes p bezeichnet denken, 
8o schneidet die im Schnittpunkte von 1 mit 3 auf die Normale er- 
richtete Senkrechte I die Gerade m II im Brianchon’schen Punkte 
b, durch: welchen 5m parallel zu 4 zu ziehen ist. 

Wird durch den Mittelpunkt o einer Ellipse (Fig. 47) die Pa- 
rallele II zur Normale des Ellipsenpunktes p gezogen und diese mit 
der, aus dem Schnittpunkte der Normale und der kleinen Axe auf 
den Leitstrahl pf, gefällten Senkrechten I in 5 zum Schnitt gebracht, 
so ist die Projection m von 5b auf der Normale, aus f, als Scheitel, 
der Krümmungsmittelpunkt von p. 

Diese Construction wird durch die in der Figur eingeführte Be- 
zeichnung. der Tangenten der Steiner’schen Parabel und den. Brian- 
chon’schen Satz gerechtfertigt, wobei wir uns noch in f, die Normale 
auf den Leitstrahl f, p construirt und mit 5 bezeichnet zu denken 
haben. 

Werden die Axen der Ellipse mit 6, 3 resp. bezeichnet, während 
der unendlich fernen Geraden und der im Brennpunkte auf den Leit- 
strahl von p errichteten Senkrechten die Bezeichnung 4, 5 resp. 
zukommt, so folgen aus dem Brianchon’schen Satze die Constructionen 
Fig. 49 und 50. 

Wir ziehen durch den Schnittpunkt der Normale mit der grossen 
Axe die Parallele IL zur kleinen Axe; diese wird von der Geraden 
23 
56 
geht durch m. 

11. Auf recht interessante, wenn auch nicht sehr einfache 
Krümmungsradius - Constructionen stossen wir bei Benützung des 
Brennpunktes dann, wenn wir bei der Bestimmung des Berührungs- 
punktes m der Normale mit der Steiner’schen Parabel IT auch den 
unendlich fernen Punkt von IZ in die Construction einbeziehen. 

Wird z. B. die Axe ff, mit 6, die unendlich ferne Gerade mit 
4, 5 und die in f auf den Leitstrahl pf errichtete Senkrechte mit 3 
bezeichnet, se gelangen wir zu der in Fig. 46 dargestellten Krüm- 
mungsradius-Construction, 


Die Geraden 


I in 5 getroffen und die durch 5 parallel zu 5 gezogene Gerade 
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6) 1 
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liefern den Punkt 5 und die von db auf op gefällte Senkrechte geht 


durch m. 


Ist die Gerade fs normal auf op, so bestimmt dieselbe mit der 


grossen Axe und der Normale das Dreieck afs, das mit gbm congruent 
ist. Wir hätten daher den Punkt m auch erhalten, wenn wir blos 


die Geraden fg, fs, welche auf fp, op respt. senkrecht stehen, ge- 


zeichnet und die Strecke 
as — qm 

oder sy— am 
gemacht hätten. 

Übersichtlicher ‚noch stellt sich diese Relation in Fig. 51 dar. 

Als Satz lässt sie sich folgendermassen aussprechen: 

Wennmanineinem Brennpunktefaufdennachdenm- 
selben gehenden Leitstrahl eines beliebigen Ellipsen- 
punktes p die Senkrechte errichtet und von f auch die 
Senkrechte auf den Durchmesser des Punktes p fällt, so 
bestimmen die beiden Senkrechten auf der Normale 
des Punktes p eine Strecke, die gleich ist der Ent- 
fernung seines Krümmungsmittelpunktes von dem 
Schnittpunkte der Normale mit .der grossen Axe der 
Ellipse. 


Hierauf basirt auch folgende Construction des Krümmungshalb- 
messers. 


Wir fällen (siehe Fig. 5la) von f, die Senkrechte fg auf die 
Normale des Punktes p und tragen ihre Länge von p nach ph auf. 
Die in h auf die Normale errichtete Senkrechte wird von dem Leit- 
strahl pf, in qg und von dem Durchmesser op in s derart getroffen, 
dass gs = am 
ist. Hiebei bedeutet a den Schnittpunkt der Normale mit ff... 


In Fig. 52 wurde die unendlich ferne Gerade mit 5, 6, die ın 
f auf den Leitstrahl pf errichtete Senkrechte mit 4 und die Tangente 
von p mit 3 bezeichnet. 
23] 34] 
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liefern d, und die durch d parallel zu 4 gerogeng Gerade III schneidet 
die Normale in m. 

Denken wir uns durch den Punkt 34 die Parallele zu ir daher 
das Perpendikel auf op gezeichnet, so bildet dieses mit 4 und der 
Ellipsennormale ein Dreieck, das mit dem Dreiecke bmp congruent ist. 


Die Geraden A II 


972] 


ut 


Soll daher für einen beliebigen Ellipsenpunkt p, (siehe Fig. 
42) der Krümmungsmittelpunkt construirt werden, so errichten wir 
fg normal auf f, p,, bis die Tangente von p, in £ geschnitten wird 
und ziehen is senkrecht auf op,. Die Strecke gs ist dem Krüm- 
mungshalbmesser p,m, von p, gleich. 

Wird die kleine Axe der Ellipse mit 3, die in f, auf den Leit- 
strahl f,p errichtete. Senkrechte mit 4 und die unendlich ferne 
Gerade mit 5, 6 bezeichnet, so resultirt die Construction Fig. 53. 
Der Brianchon’sche Punkt 5 wird durch die Geraden 
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Ale 
erhalten, von welchem bm normal auf f,p zu fällen ist. i 

Nun bestimmt aber die Gerade, welche durch den Punkt 34 
senkrecht auf op, daher parallel zu I gezogen wird, mit 4 und der 
Ellipsennormale ein mit 5ßm congruentes Dreieck, und es ist in 


Folge dessen 
nv — Bm. 


Wird adher (siehe Fig. 53a) auf den Leitstrahl pf in f die Senk- 
rechte errichtet, welche die Normale in n trifft, und wird aus dem 
Schnittpunkte der kleinen Axe mit dieser Senkrechten das Perpen- 
dikel auf op gefällt, bis die Normale in v geschnitten wird, so ist 

nv = Bm. 

Zu demselben Resultate führt auch die in Fig. 48 dargestellte 
Krümmungshalbmesser-Construction, welche durch die daselbst ein- 
geführte Bezeichnung der Tangenten der Steiner’schen Parabel des 
Punktes p gerechtfertigt erscheint. 

Werden die beiden in den Brennpunkten auf die resp. Leit- 
strahlen des Ellipsenpunktes p errichteten Senkrechten, als Tangenten 
der Steiner’schen Parabel II des Punktes p zur Bestimmung von m 
benützt und zu diesem Zwecke mit 3,4 resp. bezeichnet, während 
wir uns die unendlich ferne Gerade (als Tangente von IZ) mit 5,6 
bezeichnet denken, so werden wir zur Krümmungshalbmesser-Con- 
struction Fig. 54 geführt. Es trefien sich die Geraden 
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im Punkte d, durch welchen wir die Gerade III parallel zu 4 zu 
ziehen haben, um eine durch m gehende Gerade zu erhalten. 

Die durch '34 parallel zu I, daher normal auf op: gezogene 
Gerade bestimmt jedoch mit I, Il und der Normale ein Parallelogramm, 


- in welchem die Gegenseite von II der Strecke 14m gleich: ist. 


Schneiden daher die in den Brennpunkten f, f, (Fig. 54a) auf 
die Leitstrahlen des Punktes p errichteten Senkrechten die Normale 
in. r,g resp. und wird vom Schnittpunkte n der Senkrechten das 
Perpendikel auf op gefällt, welches die Normale in s schneidet, so 
ist die Strecke gs gleich mr. 

12. Wir wollen uns nun mit den analogen Krümmungshalb- 
messer-Constructionen für die Parabel beschäftigen. 

In Fig. 55 sind von einer Parabel C' der Brennpunkt f, die 
Axe 3 und ein Punkt p gegeben. Beschreiben wir mit dem Radius 
/p um f als Mittelpunkt einen Kreis, so brauchen wir blos die End- 
punkte des mit der Axe zusammenfallenden Durchmessers dieses 
Kreises mit p zu verbinden, um die Tangente und Normale in die- 
sem Punkte zu erhalten. Hiebei ist es ganz gleichsiltig, welche von 
den beiden Verbindungsgeraden wir als die Tangente des Punktes p 
auffassen wollen, da durch die vorliegenden Daten zwei (confo- 
cale) Parabeln bestimmt sind. Es sei 6 die Tangente und 1, 2 die 
Normale. | 

Denken wir uns noch in f die Normale 4 auf fp errichtet, so 
kennen wir von der dem Punkte p entsprechenden Steiner’schen 
Parabel II vier Tangenten. Die Axe 3, die Tangente und Normale 
von p und die Gerade 4. Wird die unendlich ferne Gerade als 
Tangente von II mit 5 bezeichnet, so schneiden. sich die Geraden 
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im Brianchon’schen Punkte 5, durch welchen III normal auf II ge- 
zogen, eine durch m gehende Gerade liefert. 


Nun ist aber aus der Figur sofort ersichtlich, dass durch die 
vorliegende Construction die Strecke pf gleich gemacht wurde fbj 
und dass wir daher den Krümmungsmittelpunkt für einen beliebigen 
Punkt der Parabel auch erhalten, wenn wir (siehe Fig. 56) fe =pf 
machen und die in 5 auf bp errichtete Senkrechte mit der Normale 
des Punktes » in m zum Schnitt bringen. Daher gilt der Satz: 

Bei der Parabel ist dieProjection des Krümmungs: 
halbmessers auf dem Vector dem doppelten Vector 
gleich. 

Hieraus folgt weiter: 

Wird auf den Radius-Vector eines beliebigen Pa- 
rabelpunktes p (Fig. 57) im Brennpunkt f die Senk- 


rechte errichtet, so schneidet diese von der Normale 


_ 


’ 


me 
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des Punktes eine Strecke pc ab, die gleich dem halben 
Krümmungshalbmesser von p ist. 

Wird in Fig. 57 im Brennpunkte die Senkrechte auf die N 
errichtet, so bildet diese mit der Normale von p und der Parabelaxe 
ein Dreieck, das mit pfe congruent ist. 

Wir können somit den Satz aussprechen: 

Wenn man im Brennpunkte einer Parabel die Senk- 
rechte auf die Axe errichtet, so schneidet (siehe Fig. 58) 
die Normale eines beliebigen Parabelpunktes p diese 
Senkrechte und die Parabelaxe in zwei Punkten g,a 
deren Entfernung dem halben Krümmungsradius von p 
gleich ist. 

Bekanntlich treffen Tangente und Normale eines beliebigen 
Punktes p der Parabel die Axe derselben in zwei Punkten £,a, deren 
Abstand durch den Brennpunkt halbirt wird. Wenn man daher (Fig. 
59) in 2 die Senkrechte auf die Axe errichtet, und trifft diese die 
Normale des Punktes p in A, so ist ah gleich dem Krümmungsradius 
von p. 

Ist p (Fig. 60) ein beliebiger Punkt einer Parabel C mit dem 
Brennpunkte f, und pa die Normale des Punktes, so ist die Ent- 
fernung pg des Punktes p von der Directrix gleich pf und folglich 
auch fa. Schneidet daher die Normale diese Directrix in d, so folgt 
hieraus mit Bezugnahme auf Fig. 58, dass pd dem halben Krümmungs- 
halbmesser von p gleich ist. Hiernach gilt der bekannte, zuerst von 
Steiner ausgesprochene Satz: 

Der Krümmungshalbmesser für einen beliebigen 
Punkt einer Parabelist doppeltsogross als das Stück, 
welches auf der Normale von p aus durch die Leit- 
linie abgeschnitten wird. 

13. Von einer Ellipse C' sind (siehe Fig. 61) zwei conjugirte 
Diameter pp}, 99, gegeben; man bestimme den Krümmungshalbmesser 
für den Punkt p. 

Wir wissen, dass die dem Punkte p in der uns bekannten Weise 
entsprechende Steiner’sche Parabel IT die Normale des Punktes p 
im Krümmuungsmittelpunkte m tangirt. Da wir jedoch die Axen von 
C, welche Tangenten von IT sind, nicht kennen, und uns daher von 
II nur die Directrix und zwei Tangenten (Tangente und Normale 
von p) direct gegeben sind, so müssen wir uns vor allem eine dritte 
Tangente von IT verschaffen. Dies wird jedoch durchaus keine Schwie- 


or 
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rigkeiten bieten, wenn wir auf die Eingangs erläuterte Entstehungs- 
weise der Steiner’schen Parabel IZ zurückgreifen. Ä 

Vermöge dieser Entstehungsweise wissen wir, dass eine Tan- 
sente von Il dadurch erhalten wird, dass wir durch p einen belie- 
bigen Strahl ziehen und aus seinem Pole bezüglich C die Senkrechte 


auf denselben fällen. Diese Senkrechte ist eine Tangente von I. _ 


Wählen wir z. B. pg, als diesen willkührlichen Strahl, so ist der Pol 
desselben der Schnittpunkt s der Ellipsentangenten der Punkte p, q,, 
und die von s auf pg, gefällte Senkrechte 3 daher eine Tangente 
von II. Da wir nun von der Steiner’schen Parabel II drei Tangenten 
und die Directrix kennen, so ist II hiedurch bestimmt. *) 

Wird die Tangente von p mit 6, die unendlich ferne Beta, 
mit 4, 5 bezeichnet, so schneiden sich 
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im Brianchon’schen Punkte d, durch welchen III senkrecht auf op ge- 
zogen, eine durch m gehende Gerade ist. 

Denken wir uns durch s die Senkrechte auf op gefällt, so bildet 
diese mit der Normale und der Geraden 3 ein Drejeck, welches mit 
pbm congruent ist. Daher gilt die nachfolgende Construction. 

Wir fällen von s (siehe Fig. 62 und 62a) die Senkrechten auf 
op und pg, (in Fig. 62a auf op und pg); sind d, g die Schnittpunkte 
dieser Senkrechten mit der Normale, so ist dg die Länge des Krüm- 
mungshalbmessers von p. Aus dieser Construction folgt unmittelbar 
die nachstehende. | 

Auf die Normale von p wird (siehe Fig. 63) die Strecke 

pn zog 
aufgetragen und durch n die Parallele zu q9, gezogen. Schneidet 
diese Parallele die Geraden p9, pgq, in d, g resp., so ist dg dem 
doppelten Krümmungsradius von p gleich. Folglich, wenn dg von 0p 
in ce geschnitten wird, 

ed = pm. 

Zu demselben Resultate wie bei Fig. 61 gelangen wir auch, 
wenn die Tangenten des Punktes p (siehe Fig. 64) mit 4, die vom 
Punkte s auf dessen Polare pq gefällte Senkrechte mit 3 und die 
unendlich ferne Gerade mit 5, 6 bezeichnet: wird. Vom -Schnittpunkte 
9 der Geraden 2, 3 haben wir (nach dem Brianchon’schen Satze) die. Ge- 


*) Eine Parabel ist durch die Directrix und zwei auf derselben sich nicht 
schneidende d. h, keinen rechten: Winkel einschliessende Tangenten bestimmt. 
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rade I senkrecht auf pp, zu fällen und mit der durch s parallel zur 
Normale gezogenen Geraden II in 5b zum Schnitt zu bringen. Wird 
schliesslich durch db die Parallele III zu gg, gezogen, so schneidet 
diese die Normale im Krümmungsmittelpunkte m. 

Der Krümmungsradius ist daher der Strecke sb gleich. Wird 
jedoch sd normal auf op, daher parallel zu I gezogen, so ist das 
Dreieck sgd congruent mit gsb und folglich: 

I, dg = sb — pm, 
wie früher. 

Errichten wir in o die Senkrechte auf op und fällen von diesem 
Punkte auch die Normale auf pg, so schneiden diese beiden Geraden 
die in q, auf qg, errichtete Normale in den Punkten d, x derart, dass 
die Strecke dy dem Krümmungsradius von p gleich ist. 

In Fig. 65 wurde dieselbe Bezeichnung der Tangenten und 
Punkte wie in Fig. 64 eingeführt und der Krümmungsmittelpunkt m 
nach dem Brianchon’schen Satze construirt. Bezeichnen wir daselbst 
den Schnittpunkt der Normale und des Diameters g99, mit n, den 
Schnittpunkt von II mit demselben Diameter mit d, so finden folgende 
Relationen statt. 

Die Dreiecke opg, und bsg sind ähnlich, da ihre Seiten vermöge 
der Construction auf einander paarweise senkrecht stehen. Es "müssen 
sich daher die Grundlinien der beiden Dreiecke wie ihre Höhen ver- 
halten. Folglich: sb:bm = q0:pn, 
oder sb: bm — dn:pn, 

In Folge dessen sind die rechtwinkligen Dreiecke bms und npd 
ebenfalls ähnlich und daher der Winkel bei s des einen Dreiecks 
gleich dem Winkel bei d im zweiten Dreieck. Da jedoch sb auf dr 
senkrecht steht, so muss auch das zweite Schenkelpaar auf einander 
normal gerichtet sein, d. h. es steht sm auf pd senkrecht. 

Wir hätten daher den Krümmungsmittelpunkt m auch erhalten, 
wenn wir von s die Senkrechte auf pd gefällt, und diese mit der 
Normale zum Schnitt gebracht hätten. 

Hieraus resultirt unmittelbar die folgende Construction. Wir 
bestimmen (siehe Fig. 67) die Pole s, s, der Geraden pg, pq,, indem 
De pe 00 
gemacht wird. Schneidet die Normale den Diameter qq, in n, so geht 
die von s, auf sn gefällte Senkrechte durch den Krümmungsmittel- 
punkt m. 
| Oder wir machen (Fig. 68) pk=pn und errichten auf sh in s 

die Senkrechte sm. 


Bezeichnen wir sp =og mit d und den Krümmungsradius pm 
mit g, so folgt aus der letzten Figur direct: 


pn 
und da bekanntlich pn.d=a.b ist, wo a und 5 die Halbaxen der 
Ellipse bezeichnen, so ergibt sich für e der bekannte Ausdruck: 
ad? 
GE Tab 

Denken wir uns die von s auf pg, gefällte Senkrechte mit 4 
bezeichnet, während die Tangente mit 3 und die unendlich ferne 
Gerade mit 5, 6 bezeichnet wird, so gelangen wir zur folgenden Con- 
struction für m. Wir errichten (siehe Fig. 66) in p die Normale I 
auf po und in s die Senkrechte II auf 3. Diese Geraden treffen sich 
im Brianchon’schen Punkte db, durch welchen bm normal auf pq, zu 
fällen ist. | 

Wenn wir die aus s auf pg, gefällte Senkrechte 4 mit dem 
Durchmesser pp, in d zum Schnitt bringen, so wird (da pp, die 
Directrix der Steiner’schen Parabel IZ von p ist) die in d auf 4 er- 
richtete Normale ebenfalls eine Tangente von II sein. Denken wir 
uns diese Tangente (die wir nicht zu zeichnen brauchen) mit 5, die 
unendlich ferne Gerade mit 6 bezeichnet, so treffen sich (siehe Fig. 
69) die Geraden 

pg, und er 181 
in 5 und die Gerade bd geht durch m. 

Wird (siehe Fig. 70) die in d auf 4 errichtete Senkrechte mit 
6, die unendlich ferne Gerade jedoch mit 5 bezeichnet, so bestimmen 
die Geraden 

pg, und a 1I 
den Brianchon’schen Punkt b, in welchem dm normal auf pq, zu er- 
richten ist. 

14. Sind (siehe Fig. 71) pp, 99, zwei conjugirte Diameter 
einer Ellipse C und s, s, die Pole von pg, pg, resp., So wissen wir, 
dass die von s, s, auf die zugehörigen Polaren gefällten Senkrechten 
3, 6 Tangenten sind der dem Punkte p in der uns bekannten Weise 
entsprechenden Steiner’schen Parabel II. 


Wird die unendlich ferne Tangente von IZ mit 4, 5 bezeichnet, 
so liefert das Brianchon’sche Sechsseit 1, 2, 3, 4, 5, 6 folgende Con- 
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struction für die Bestimmung des Schnittpunktes m der beiden zu- 
sammenfallenden Tangenten 1, 2. 
Die Geraden 
23] 34] 
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schneiden sich im Brianchon’schen Punkte 5 und die von 5 auf op 
gefällte Normale III geht durch m. 


Aus dieser Figur lassen sich einige schöne Resultate mit grösster 
Leichtigkeit ableiten. 

Zunächst können wir beweisen, dass die Gerade III mit der 
Diagonale dh des durch die Geraden I, II, 3, 6 gebildeten Parallelo- 
gramm’s Dnhv identisch ist, und m daher mit dem Schnittpunkte 
der Diagonalen dieses Parallelogramm’s zusammenfällt. 


Es ist das Dreieck bvn mit dem Dreieck pgg, ähnlich, da die 
Seiten der beiden Dreiecke aufeinander resp. senkrecht stehen. 
Wenn wir daher die Seite nv des kleineren Dreiecks in m halbiren, 
so wird z. B. auch das Dreieck in dbmn mit pog, ähnlich sein, was 
die Gleichheit der Winkel mbr und opqg, zur Folge hat. Da aber 
bn auf pg, senkrecht steht, so muss auch bm normal gerichtet sein 
auf pp, d. h. die Diagonale 5A fällt in der That mit der Geraden III 
zusammen. Hieraus folgt: 


1% II 


Schneiden die von den Punkten s, s, auf ihre zugehörigen 
Polaren gefällten Senkrechten 3, 6 die Normale des Punktes p in n, 
v resp., so wird die Strecke nv durch den Krümmungsmittelpunkt 
m von p halbirt. Ferner geht die vom Schnittpunkte A der Geraden 
3, 6 auf op gefällte Senkrechte durch den Krümmungsmittelpunkt 
hindurch. 

Der Punkt Ah ist aber der Höhenschnitt des Dreiecks oss,. Denn 
es ist 3 normal auf pq und daher auch auf os,, und 6 senkrecht auf 
pq, und folglich auch auf os. 


Fällen wir daher von s (Fig. 72) die Senkrechte auf pq, bis 
die in o auf gg, errichtete Normale in Ah getroffen wird, so geht das 
von A auf pp, gefällte Perpendikel durch den Krümmungsmittelpunkt 
m von p. | 

Oder wir fällen (siehe Fig. 73) von p, die Normale auf gg, 
und von qg die Senkrechte auf »,g, ; ist A der Schnittpunkt der beiden 
Senkrechten, und wird die in o auf gg, errichtete Normale von dem 
aus h auf pp, gefällten Perpendikel in u geschnitten, so ist ou gleich 
dem Krümmungsradius pm von p. 


Ist pd (siehe Fig. 74) gleich gg, und n—1 9 geht das 
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von d auf pc gefällte Perpendikel durch den Krümmungsmittel- 
punkt von ». | 

Aus den ähnlichen Dreiecken pdm und npe folgt unmittelbar: 
d3 
DM ER; 


Übrigens ergibt sich diese Construction auch direct aus jener der 
Fig. 67. 


d? 
Aus der Formel e = er folgt auch die Krümmungsradius-Con- 


struction Fig. 75, die wir nachfolgend in Worte fassen können. 
Der Krümmungsmittelpunkt meines beliebigen 
EllipsenpunktespistderPoldes Diameters gg, welcher 
dem nach p- gehenden conjugirtist, in Bezug auf einen 
um p als Mittelpunkt mit dem Radius —. beschrie- 


benen Kreis K. 

15. In Fig. 76 ist pp, ein beliebiger Diameter einer Hyperbel 
C, qg, die Lage und absolute Länge des imaginären ihm conjugirten 
Durchmessers; man bestimme den Krümmungsmittelpunkt m für p. 

Die Steiner’sche Parabel des Punktes p hat die Gerade op zur 
Directrix, die Tangente 4 und Normale 1, 2 des Punktes p zu Tan- 
senten. Wird auf die Hyperbeltangente vom Punkte p die Strecke 
ps og aufgetragen, so ist os eine Asymptote der Hyperbel, und die 
Polare von s bezüglich €’ wird durch die durch p parallel zu os ge- 
zogene Gerade repräsentirt. Vermöge der Erzeugungsart der Steiner’- 
schen Parabel II ist das von s auf diese Polare gefällte Perpendikel 
(daher die in s auf os errichtete Senkrechte) 3 ebenfalls eine Tan- 
gente von II und der Brianchon’sche-Satz liefert, wenn mit 5, 6 die 
unendlich ferne Gerade der Ebene von Ü bezeichnet wird, fol- 
gende Construction für m. 

Vom Punkte 23 haben wir die Normale I auf pp, zu fällen und 


diese mit bie Il in 5 zum Schnitt zu bringen. Der Fusspunkt der. 
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von db auf die Kegelschnittnormale gefällten Senkrechten ist der ge- 
suchte Krümmuugsmittelpunkt m. 
Betrachten wir nun die beiden Dreiecke ops und I I 3, so 
zeigt uns die Construction, dass dieselben (da ihre Seiten aufein- 
ander senkrecht stehen) ähnlich sind. In Folge dessen verhalten 


‚2 x Er “ 
Ri. 
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sich die homologen Seiten wie die entsprechenden Höhen, daher: 


ps:pn — sb: bm, 
oder ps: pn = pm:ps, 
folglich ps? = pn .pm. 


Diese Relation sagt, dass die Geraden ns, sm kin dee senk- 
recht stehen, was uns von der Richtigkeit der Krümmungsmittelpunkt- 
Construction Fig. 77 überzeugt. 

Wir verlängern die Normale, bis sie den imaginären Durch- 
messer in » schneidet und errichten in s die Senkrechte sm auf sn. 

Von einer Hyperbel sind die beiden Asymptoten A, A, (Fig. 
80) und ein Punkt p gegeben; man bestimme den Krümmungsmittel- 
punkt m für p. 

Die Tangente des Punktes p wird bekanntlich erhalten, indem 
wir durch p eine Gerade 3 so legen, dass die zwischen den Asymp- 
toten liegende Strecke aa, dieser Geraden durch p. halbirt wird. 
Die im Punkte « auf A errichtete Senkrechte 6 ist eine Tangente 
der dem Punkte p entsprechenden Steiner’schen Parabel II, und wird 
die unendlich ferne Gerade (deren Berührungspunkt mit // wir kennen) 
mit 4, 5 bezeichnet, so schneiden sich die Geraden 

23 3.4 
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in 5, während die von 5 auf op normal gefällte (d. h. nach dem 
unendlich fernen Punkte der Parabel IT gehende) Gerade III durch 
m geht. 

Schneidet die von « auf op gefällte Senkrechte die Normale 
in A, so ist das Dreieck agh congruent mit bmp und folglich Ag 
gleich pm. 

Daher der Satz: 

Wenn man indem Schnittpunktea einer beliebigen 
Hyperbeltangente mit einer Asymptotedie Senkrechte 
auf diese Asymptote errichtet, und von a die Senk- 
rechte auf den Durchmesser des Berührungspunktes p 
der Tangente fällt, so bestimmen diese beiden Senk- 
rechten auf der Normale von p eine Strecke, die gleich 
istdem Krümmungsradius des Punktes p. 

Wird auch in a, Fig. 81 die Senkrechte 6 zu 4, construirt, 
so ist 6 ebenfalls eine Tangente der Steiner’schen Parabel IT des 
Punktes p. Der Brianchon’sche Satz liefert, wenn die unendlich 
ferne Gerade wieder mit 4, 5, die in a auf A errichtete Senkrechte 
jedoch mit 3 bezeichnet wird, folgendes Resultat: 
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Wenn man von dem Eckpunkte 5b jenes Parallelogramm’s, das 
die Geraden 3, 6 zu Seiten und die Normale von p zur Diagonale 
besitzt, das Perpendikel auf den Durchmesser op fällt, so geht dieses 
durch den Krümmungsmittelpunkt m von p hindurch: 

Diese Senkrechte ist aber, aus nahe liegenden Gründen, die 
zweite Diagonale des construirten Parallelogrammes; denn vermöge 
der Gleichheit der Strecken pa, pa, ist hier genau dieselbe Construc- 
tion durchgeführt worden, wie zur Bestimmung von m in Fig. 71. 

Folglich die Sätze: 

Wenn man indenSchnittpunkteneiner (beliebigen) 
Hyperbeltangente mit denAsymptoten dieSenkrechten 
auf diese Asymptoten errichtet, so ist der Halbirungs- 
punkt der Strecke, welche durch diese Senkrechten 
auf der Normale des Berührungspunktes p der Tan- 
gente abgeschnitten wird, der Krümmungsmittelpunkt _ 
von p. 

Und ferner: 

Das vom Schnittpunkte A der beiden Senkrechten 
aufden Durchmesser des Punktes p gefällte Perpen- 
dikel geht durch denKrümmungsmittelpunktmvonp. 

Der letzte Satz enthält auch die Begründung der folgenden 
Construction. 

Sind (siehe Fig. 77) zwei conjugirte Diameter einer Hyperbel 
gegeben, und man fällt aus dem Höhenschnittpunkte h des Dreiecks 
pgg, ein Perpendikel auf op bis die in o auf qg, errichtete Senkrechte 
in m, geschnitten wird, so ist om, gleich dem Krümmungsradius von p. 

16. Von einer Parabel C sind (siehe Fig. 78) zwei Tangenten 
T, T, sammt Berührungspunkten p, p, gegeben; man bestimme den 
Krümmungsmittelpunkt m für den Punkt p. 

Von der dem Punkte p entsprechenden Steiner’schen Parabel IZ 
sind drei Tangenten direct gegeben. Nämlich die Tangente 7 und 
Normale 1, 2 des Punktes p, ferner die vom Schnittpunkte s der 
gegebenen Parabeltangenten 7,7, auf die Berührungssehne pp, ge- 
fällte Senkrechte 4. Dem Vorangehenden zufolge wissen wir jedoch, 
dass sich die Axen der Parabeln C' und IZ rechtwinklig schneiden, 
und da die Richtung der Axe von C durch die Verbindungsgerade 
des Punktes s mit dem Halbirungspunkte c von pp, gegeben ist, so 
ist hiedurch auch die Richtung der Axe der Steiner’schen Parabel 77 
bestimmt. | | 
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Bezeichnen wir die Tangente 7’ mit 3, die unendlich ferne 
Gerade (als Tangente von II) mit 5, 6, so schneiden sich die Geraden 
2.3 34 
56 | I, 6 = 
im Brianchon’schen Punkte db, und die von 5 normal auf pp, gefällte 
Gerade III geht durch m. 

Wird nun durch s die Parallele zu I (daher Normale auf se) 
gezeichnet, so bestimmt diese mit 4 und der Normale 1 ein mit 
bmp congruentes Dreieck und wir haben also folgendes Ergebniss: 

Wenn man im Schnittpunkte s zweier Parabeltan-, 
genten (Fig. 79) die Senkrechte auf die Verbindungs- 
gerade dieses Punktes mit dem Halbirungspunkte.e 
seiner Berührungssehne pp, errichtet und von s die 
Senkrechte auf pp, fällt, so treffen diese Senkrechten 
die Normale des Berührungspunktesp (oder p,) in zwei 
Punkten g, A, deren Abstand dem Krümmungsradius 
des Berührungspunktes gleich ist. 

17. Auch die bekannte von Poncelet herrührende Construction 
des Krümmungshalbmessers eines beliebigen Kegelschnittpunktes p 
lässt sich mit Hilfe der Steiner’schen Parabel leicht begründen. 

Ist (siehe Fig. 82) p ein beliebiger Punkt der Ellipse C, so be- 

steht bekanntlich die Poncelet’sche Construction des Krümmungs- 
mittelpunktes für p darin, dass wir durch p eine Gerade @ ziehen, 
welche mit den Axen von C dieselben Winkel einschliesst wie die 
Ellipsentangente P des Punktes 9 und. den Mittelpunkt m jenes 
Kreises bestimmen, der in p die Tangente P berührt und durch den 
zweiten Schnittpunkt von @ mit € hindurchgeht. 
Wird der Halbirungspunkt 5b der Sekante & mit o verbunden 
- und diese Verbindungsgerade II mit ? in g zum Schnitt gebracht, 
so ist g der Pol von @, und der zu og conjugirte Diameter ist parallel 
zu @. Da nun der zu op conjugirte Durchmesser parallel zu P sein 
muss, die Geraden @ und P aber gleiche Winkel mit den Axen ein- 
schliessen, so folgt, dass auch die zu den Richtungen von @ und P 
conjugirten Diameter op und og mit den Axen gleiche Winkel bilden 
müssen. 

Das von g auf @ gefällte Perpendikel 4 ist eine Tangente der 
dem Punkte p zugehörigen Steiner’schen Parabel IT und die im 
Schnittpunkte dieser Tangente mit der Directrix op von II auf 4 er- 
richtete Senkrechte 6 gehört ebenfalls als Tangente der Parabel IT an. 

3 


24 


Bezeichnen wir mit 1, 2 die Normale und mit 3 die Tangente 
von ?, so wird in Folge dessen, dass II die Gerade op zur Leitlinie 
besitzt, der Parabelbrennpunkt 9 von IZ derjenige Diagonalpunkt des 
vollständigen Vierseit’s 1, 3, 4, 6 sein, welcher der Diagonale op 
gegenüberliegt. 

Dieser Brennpunkt ist daher der Schnittpunkt der Diagonalen 

3 4 141! 
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Bei Fig. 4 wurde aber bereits hervorgehoben, dass die Verbin- 
dungsgerade o@ des Parabelbrennpunktes mit dem Mittelpunkte o des 
Kegelschnittes C’ mit den Axen von € dieselben Winkel einschliesst 
wie der Diameter op. Wir können uns davon sofort überzeugen, wenn 
wir zur Bestimmung von g ausser der Tangente und Normale von p 
noch die beiden Axen von ( verwenden. 

Verbinden wir daher o mit @, so erhalten wir eine Gerade, die 
zu den Axen von (Ü dieselbe Neigung wie op besitzt. 

Wir haben jedoch zuvor bewiesen, dass die Durchmesser op 
und og gleiche Winkel mit den Axen von C bilden und da die den 
Punkt 9 bestimmende Diagonale II durch den Punkt 34 d.i. g. 
geht, so sehen wir, dass die Geraden og und II zusammenfallen, und 
daher die Punkte g, d, 0, p auf einer Geraden liegen müssen. 

Hiedurch ist aber die Poncelet’sche Construction schon be- 
wiesen. Denn construiren wir den Berührungspunkt m in der Normale 
1, 2 mit der Steiner’schen Parabel I7, wobei wir uns die unendlich 
ferne Gerade mit 5 bezeichnet denken, so schneiden sich die Geraden 
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im Brianchon’schen Punkt 5, während die in 5 auf. @ errichtete 
Senkrechte ; : | III durch den Schnittpunkt m der zusammenfal- 


lenden Parabeltangenten 1, 2 geht. 

Der Punkt m ist daher in der That der Mittelpunkt eines 
Kreises, dem die angegebene Eigenschaft zukommt. 

In Fig. 83 sind von einer Ellipse € die Axen (der Lage nach), 
ein Punkt p, seine Normale und Tangente gegeben. 

Wir bringen die Tangente mit einer Axe von © in a zum 
Schnitt und beschreiben um 9 mit pa einen Kreis, welcher dieselbe 
Axe in a, zum zweitenmal schneidet. Ist p, der zweite Schnittpunkt 
der Ordinate des Punktes p mit C und schneidet op, die Gerade 
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pa, iu db, so geht die in 5b auf a,p errichtete Senkrechte durch den 
Krümmungsmittelpunkt m von p. | 

Von einer Parabel (siehe Fig. 83 a) sei die Axe, ein Pole p 
und seine Tangente und Normale gegeben. 

Ist « der Schnittpunkt der Tangente mit der Axe, so be- 
schreiben wir mit pa um p als Mittelpunkt einen Kreis, welcher die 
Axe in a, zum zweitenmal schneidet. Bezeichnet p, den zweiten 
Schnittpunkt der Ordinate des Punktes p mit der Parabel und wird 
die durch p, parallel zur Axe gezogene Gerade von pa, in b ge- 
schnitten, so geht die in b auf 5p errichtete Senkrechte durch den 
Krümmungsmittelpunkt m von ». 

13. Unter den bisher unseres Wissens bekannten und publi- 
eirten Constructionen des Krümmungshalbmessers für einen beliebigen 
Punkt eines Kegelschnittes finden wir keine einzige, die mit Hilfe 
der Steiner’schen Parabel nicht leicht zu beweisen wäre. 

Wir finden z. B. in dem Anhange „Constructive Aufgaben über 
die Kegelschnitte* zum „Lehrbuch der axonometrischen Projections- 
lehre* von M. H. und C. Th. Meyer die nachfolgende Construction 
des Krümmungshalbmessers für einen beliebigen Punkt p (siehe 
Fig. 84) der Ellipse C’ ohne Beweis angeführt. 

Man zeichnet durch den zweiten Schnittpunkt n der Normale 
1, 2 des Punktes p mit € die Parallele ‚zur Tangente P von p und 
construirt den zweiten Schnittpunkt s derselben mit C. Wird der 
Punkt s aus dem zweiten Endpunkte p, des nach » gehenden Durch- 
ınessers auf die Ellipsentangente nach = projicirt, so schneidet das 
von x auf pp, gefällte Perpendikel die Normale N in u, und es ist 
» uw dem doppelten Krümmungsradius von » gleich. 

Die dem Punkte p zugehörige Parabel IT berührt (wie in Fig. 4 
bemerkt wurde). die Ellipsentangente P im Pole q von N bezüg- 
lich C, den: wir erhalten, wenn wir den Halbirungspunkt e von pr 
aus o auf FP projiciren. 

Da nun p, » parallel ist zu oc, so würde die Gerade p, n die 
Tangente P in einem solchen Punkte =, treffen, dass 

DES. wäre. 

Da ferner der Durchmesser pp, die Sekante ns in ® halbirt, 

so wäre 

pr — PT; 
und daher 

pg = |, PR. 
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Wenn wir nun berücksichtigen, dass die Steiner’sche Parabel 
II des Punktes p die Tangente und Normale, und zwar erstere in g 
berührt, ferner den Durchmesser pp, zur Leitlinie besitzt, so sehen 
wir, dass II hiedurch vollständig bestimmt ist. Bezeichnen wir die 
Tangente P mit 3, 4, die unendlich ferne Gerade mit 5, 6, 80 
trefien sich 

2:3 34 
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im Brianchon’schen Punkte d, und der Fusspunkt m des von b auf N 
gefällten Perpendikels ist der Krümmungsmittelpunkt von 2. 

Dass jedoch m die Strecke pw in der That halbirt, folgt aus 
der Aehnlichkeit der: beiden Dreiecke upr und pmb, deren Seiten 
sich wie 2:1: verhalten. 

Ist gg parallel zu I, daher normal auf pp,, so wird 

29 = gab=pm 
sein. 

Der Krümmungsmittelpunkt m kann daher etwas einfacher als 
dies im Vorhergehenden geschah folgendermassen construirt werden: 

Wir bestimmen zu N den conjugirten Durchmesser oc und fällen 
vom Schnittpunkte q desselben mit P die Senkrechte auf pp,. Diese 
Senkrechte trifft die Normale in g derart, dass pg die Länge des 
Krümmungshalbmessers von p ist. 

In dem erwähnten Anhange zur Axonometrie der Gebrüder 
Mayer hat noch eine ähnliche Construction des Krümmungshalb- 
messers Platz gefunden, bei welcher der Punkt s (siehe Fig. 85) nicht 
aus dem Endpunkte p, des Durchmessers pp,, sondern aus einem be- 
liebigen Punkte x der Ellipse auf P nach £ projicirt und von Z die 
Normale &u auf px gefällt wird. 

Aus Fig. 84 ist zunächst ersichtlich, dass wenn oa der Pol von 
ps ist, die von o auf pp, gefällte Normale durch m, und das von © 
auf ps gefällte Perpendikel durch u geht. Zum Beweise des Ersteren 
genügt die Bemerkung, dass oe erhalten wird, wenn wir den Halbi- 
rungspunkt von sp aus o projiciren, das Letztere ist eine Folge der 
Ähnlichkeit der Dreiecke omu und pos. 

Lassen wir den Punkt & (Fig. 85) den Kegelschnitt € durch- 
laufen, so beschreibt px einen zur Punktreihe P der Punkte & pro- 
jectivischen Strahlenbüschel, und die vun den Punkten & der Punkt- 
reihe auf die homologen Strahlen des Büschels gefällten Perpendikel 
erzeugen auf der unendlich fernen Geraden U der Ebene von (eine 
zu P projectivische Punktreihe, Das Erzeugniss der beiden projec- 
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tivischen Punktreihen ? und U soll daher im Allgemeinen eine Pa- 
rabel sein. Suchen wir jedoch zu dem Punkte PU d. h. zu dem un- 
endlich fernen Punkte von P die homologen Punkte in beiden Reihen, 
so finden wir (da ns parallel zur Tangente P'ist), dass diese beiden 
Punkte mit dem Schnittpunkte der Punktreihen coincidiren, und die 
beiden Punktreihen daher in perspektivischer Lage sich befinden. Die 
Verbindungsgeraden homologer Punkte der Punktreihen ?, U d.h. 
alle Normalen, welche von den Punkten & der Punktreihe P auf die 
entsprechenden Strahlen »x des Büschels gefällt werden, gehen daher 
durch einen Punkt, der, weil die Normale N von p auch ein Paar 
entsprechender Punkte beider Reihen verbindet, mit # zusammenfällt. 

19. Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte gegeben, man be- 
stimme den Krümmungsradius für einen der gegebenen fünf Punkte. 

Da wir vor Allem die Kegelschnittnormale des gewählten Punktes 
kennen, und daher zunächst seine Tangente nach dem Satze von 
Pascal construiren müssen, so nehmen wir (siehe Fig. 86) von C 
blos vier Punkte p, p,, P., ?3 beliebig an und ersetzen den fünften 
Punkt durch die in p willkürlich gezogene Gerade 3, die wir als 
Tangente 7' dieses Punktes ansehen wollen. Hiedurch ist auch die 
Normale 1, 2 des Punktes bestimmt, und von der dem Punkte p 
entsprechenden Steiner’schen Parabel IZ sind daher zwei Tangenten 
gegeben, zwei weitere somit noch erforderlich. Schneiden die ver- 
längerten Seiten des Dreiecks p, p,p; die Tangente 7. in «, ß, 7, 
und ist q der Schnittpunkt von pp, mit ßp,, so folgt aus den be- 
kannten Eigenschaften des vollständigen Vierecks p, 9, 9 p,, dass 
der Schnittpunkt a« der Diagonalen p, 9, P, 9%, Wit « die Strecke 
P,p, harmonisch trennt. Die Gerade ap ist daher die Polare von « 
in Bezug auf den gegebenen 'Kegelschnitt C. 

Wird a aus ß auf p, p, nach c projieirt, so trennt e mit y die 
Strecke p, 9, harmonisch und ep ist somit die Polare von Y be- 
züglich €. 

Vermöge der Erzeugungsweise der Steiner’schen Parabel IT des 
Punktes p sind die von p auf ap gefällte Normale 6 und das von « 
auf ap gefällte Perpendikel 4 (letzteres brauchen wir nicht zu zeichnen) 
Tangenten von II. Bezeichnen wir die unendlich ferne Tangente von 
II mit 5, so liefert der Brianchon’sche Satz nachstehende Construc- 
tion für den gesuchten Krümmungsmittelpunkt m. 

Die Geraden 
34] 
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treffen sich in d, und die durch 5 parallel zu 4, daher normal auf 
ap gezogene Gerade III geht durch m. 

Von einem Kegelschnitte € (Fig. 87) sind drei Punkte p, ?,, ?, 
und der Mittelpunkt o gegeben; man construire für p den Krüm- 
mungsradius. | 

Wir ziehen oc parallel zu pp, und machen cp =cp; schneidet 
oy die Seite 92,9, in d und ist od =od, so ist Öd ein Punkt der 
Tangente 3 des Punktes p. | 

Stellt uns qg den Pol der Sekante pp, vor (g ist daher der 
Schnittpunkt der Tangente 3 und der Verbindungsgeraden von 0 mit 
dem Halbirungspunkte n der Sekante), so ist die von g auf pp, 
gefällte Senkrechte 4 eine Tangente der Steiner’schen Parabel II des 
Punktes ». Da die Parabel IT die Tangente und Normale von » 
berührt und op zur Directrix hat, so ist sie hiedurch vollständig 
bestimmt. 

Wird die unendlich ferne Gerade mit 5, 6 bezeichnet, so führt 
uns der Brianchon’sche Satz zu dem Resultate, dass die Gerade 4 
und die von q auf die Directrix op gefällte Senkrechte die Normale 
in zwei Punkten g, A schneiden, deren Abstand dem gesuchten Krüm- 
mungsradius pm gleich ist. 


Zwei Tangenten 7, 7, (Fig. 88) sammt Berührungspunkten p, 
p, und ein Punkt p, sind von einem Kegelschnitte C gegeben, man 
bestimme den Krümmungsmittelpunkt für >. 


Von der Steiner’schen Parabel II des Punktes p sind drei Tan- 
genten gegeben. Die Tangente 4 und Normale 1, 2 von p und die 
vom Schnittpunkte s der gegebenen Kegelschnitttangenten auf pp, 
gefällte Senkrechte 3. 

Um eine vierte Tangente von ZI zu erhalten, construiren wir 
die Polare des Schnittpunktes « der Secante », ?, mit der Tangente 
4 bezüglich €. 

Trifft pp, die Tangente 7, in ß und ist 9.der Schnittpunkt 
von «aß mit pp,, so schneidet »,% . (der Polarentheorie zufolge) die 
Tangente Z, in ce derart, dass pc die Polare von «@ in Bezug auf 
C ist. 

Denken wir uns von « die Senkrechte 5 auf die Polare gefällt 
und die unendlich ferne Gerade mit 6 bezeichnet, so schneiden sich 

28 3.4 
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iu 5 und die Verbindungsgerade III der Punkte 5, « geht durch m. 
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20. Fünf Tangenten eines Kegelschnittes C sind gegeben; man 
bestimme den Krümmungsradius des Berührungspunktes p einer 
dieser Tangenten. Statt den Berührungspunkt auf einer der ge- 
gebenen Tangenten mit Hilfe des Brianchon’schen Satzes zu con- 
struiren, nehmen wir (siehe Fig. 89) blos vier Tangenten 7, 7, T,, 7 
von C beliebig an, betrachten den in 7 willkürlich gewählten Punkt p 
als Berührungspunkt und ersetzen hiedurch die fünfte Tangente. 

T und die Normale 1, 2 des Punktes » sind zwei Tangenten 
der Steiner’schen Parabel IZ, die dem Punkte » in der uns bekannten 
Weise zugehört. 

Wir verbinden, um zwei weitere Tangenten von I/ zu erhalten, 
p mit den Ecken s,, s, des durch die übrigen drei Tangenten 7, 
T, T, gebildeten Dreiecks s, s, s, und construiren die Pole %,, %; 
dieser Verbindungsgeraden ®, %, bezüglich ©. 

Die Geraden #, 9, schneiden die resp. Gegenseiten des 
Dreiecks s, s,s, in «a, ß, und die Gerade «aß trifit die dritte Seite 
im Punkte y, dessen Verbindungsgerade mit s, die Polaren P, %, 
in o,, 6, schneidet. Die Pole %,, dv, werden nun erhalten, wenn 
wir 0, mit s, und o, mit s, verbinden und diese Verbindungsgerade 
mit 7 zum Schnitt bringen. 

Die von: den gefundenen Punkten auf die resp. Polaren ge- 
fällten Normalen 3, 4 sind Tangenten von II. 

Bezeichnen wir die unendlich ferne Gerade mit 6, die Tangente 
T mit 5, so ist der Brianchon’sche Punkt 5 durch die Geraden 
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bestimmt, und die Verbindungsgerade II der Punkte 5, Y, geht 
durch m. 

Ein Kegelschnitt C’ (Fig. 90) ist durch drei Tangenten 7, 7, 7, 
und den Mittelpunkt o bestimmt; man construire den Krümmungs- 
mittelpunkt für den Berührungspunkt p der Tangente T'. 

Um den Punkt p zu erhalten, verbinden wir o mit dem Halbi- 
rungspunkte ce der Seite s, s, des durch die Tangenten gebildeten 
Dreiecks ss, s, und ziehen durch s die Parallele zu co. Schneidet 
- diese’ Gerade die Seite s, s, in £, so ist 

11 A FE 

Von der Steiner’schen Parabel II des Punktes p kennen wir nun 
zwei Tangenten (nämlich die Tangente 3 und Normale 1, 2 von P) 
und die Directrix op. Eine dritte Tangente von IZ wird erhalten, wenn 
wir von s, (oder s,) die Normale 4 auf die Berührungssehne ©, 
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dieses Punktes fällen. Wir erhalten die Richtung dieser Berührungs- 
sehne, wenn wir on parallel zu 7'ferner ov parallel zu 7, ziehen und » mit v 
verbinden. Dass 6, in der That zu vn parallel sein muss, folgt aus dem Um- 
stande, dass die Secante ©, durch ihren Schnittpunkt mit os, halbirt wird. 

Bezeichnen wir die unendlich ferne Parabeltangente mit 5, 6, 
so gelangen wir mit Hilfe des Brianchon’schen Satzes zu dem Resul- 
tate, dass die von s, auf op gefällte Senkrechte und die Gerade 4 
die Kegelschnittnormale in zwei Punkten 9, A treffen, deren Abstand 
dem gesuchten Krümmungshalbmesser pm gleich ist. 

21. Im 49. Theile des „Archiv der Mathematik und Physik“ hat 
Herr Dr.. Ligowski auf pag. 367 den folgenden Satz bewiesen: 

Construirt man über einer Parabelsehne tt, (siehe Fig. 91) 
einen Kreis X, welcher die der. Sehne parallele Tangente P berührt, 
dann ist von dem Durchmesser d.n, welcher senkrecht zur Sehne 
steht, der, der Tangente abgewendete Abschnitt qn gleich dem Durch- 
messer des Krümmungskreises, welcher dem Berührungspunkte p der 
Tangente entspricht. 

Auch dieser Satz kann mit Hilfe der, dem Punkte » entspre- 
chenden Steiner’schen Parabel II leicht synthetisch bewiesen werden. 

Wir verbinden p mit qg und machen ps gleich »2g. Dann sind 
bekanntlich die Geraden st, st, die Tangenten 7, 7, der Punkte 
t, t, resp. Schneiden sich P und T in c, so ist die von c auf pt 
gefällte Senkrechte 4 eine Tangente der Steiner’schen Parabel ZZ des 
Punktes p. Da die Normale und Tangente von.» ebenfalls Tangenten 
von II sind und die Axe von II auf sg senkrecht steht, so ist hie- 
durch die Steiner’sche Parabel vollständig bestimmt. Wird die Nor- 
male mit 1, 2, die Tangente mit 3 und die unendlich ferne Gerade 
mit 5, 6 bezeichnet, so schneiden sich die Geraden 
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im Brianchon’schen Punkte d, von welchem die Gerade III parallel 
zu 4, daher normal auf pt gezogen, die Normale im Krümmungs- 
mittelpunkte m schneidet. 

Da nun die Dreiecke pbm und gpt ähnlich sind (ihre Seiten 
stehen aufeinander senkrecht), so ist auch das Dreieck pcm ähnlich 
mit gdt und folglich auch mit gin. Die Seite pe ist aber gleich 
der Hälfte von gt und dem zufolge verhalten sich die Seiten der 
Dreiecke pcm und gin wie 1: 2. d. h. qn ist gleich dem ‚doppelten 
Krümmungsradius des Punktes p, und die Punkte s, m, n liegen in 
einer Geraden. 
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22. Einige von den im Vorangehenden bewiesenen Krümmungs- 
radius-Constructionen der Kegelschnitte leisten bei der Lösung der 
nachfolgenden in das Gebiet der darstellenden Geometrie einschla- 
genden wichtigen Aufgabe vorzügliche Dienste. Ein Wulst 2 (siehe 
Fig. 92 Taf. I) ist durch die Axe A und den Meridiankreis X gege- 
ben. Für einen zur zweiten Projectionsebene parallelen Lichtstrahl Z 
wurde der Punkt p der Selbstschattengrenze 8 auf dem Parallel- 
kreise P ermittelt. Man construire in p die Tangente an &. 

Bekanntlich kommt nach dem Theorem der conjugirten oder 
reciproken Tangenten von Dupin die Lösung der Aufgabe darauf 
hinaus, eine die Oberfläche & im Punkte p osculirende Fläche © 
zweiter Ordnung zu ermitteln, und die Schnittlinie der Polarebene 
eines beliebigen Punktes des durch » gehenden Lichtstrahls 4 be- 
züglich O mit der Tangentialebene p des Wulstes zu construiren. 

Wir wählen diese osculirende Oberfläche © derart, dass O eine 
mit 2 coaxiale Rotationsfläche wird und den Wulst daher in allen 
Punkten des Parallelkreisess P osculirt. Den Mittelpunkt o dieser 
Oberfläche erhalten wir, indem wir den Mittelpunkt eines Kegelschnit- 
tes C’ construiren, welcher im Punkte q (in dem P von X geschnitten 
wird) den Kreis X osculirt und A zur Axe besitzt. 

Von einem Kegelschnitte C sind somit ein Punkt g, der Krüm- 
mungsmittelpunkt m des Punktes und eine Axe (der Lage nach) ge- 
geben, es soll der Mittelpunkt o von C construirt werden. 

Hiefür liefert die vollständig bestimmte Steiner’sche Parabel. IT 
des Punktes y verschiedene Lösungen. Am einfachsten erhalten wir 
diesen Mittelpunkt mit Hilfe der Krümmungshalbmesser-Construction 
Fig. 13. 

Wir bestimmen den Schnittpunkt » von gm mit A, errichten 
nb normal auf nm und bringen diese Normale mit der horizontalen 
Geraden des Punktes m in 5 zum Schnitt. Die Gerade bg schneidet 
A in dem gesuchten Mittelpunkte o. 

Denken wir uns nun die Polarebene für den unendlich fernen 
Punkt von A in Bezug auf O construirt und mit der Tangential- 
ebene p des Wulstes zum Schnitt gebracht, so kommen wir zu dem 
Resultate, dass die Gerade p”o die vert. Projection 7” der gesuchten 
Tangente ist. Die Bestimmung der hor. Projection dieser Tangente 
bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung. 

23. Ein Torus 2 sei durch die Axe A und den Meridian X 
(siehe Fig. 93) gegeben. &,, Su sind die Spuren einer auf der 
zweiten Projectionsebene normalen Tangentialebene des Wulstes. 
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Man bestimme die Doppelpunktstangenten 7, 7, des Schnittes, den 
die Ebene S mit dem Torus hervorbringt. 

Diese Tangenten, welche bekanntlich nur dann reell sind, wenn 
der Berührungspunkt p der Tangentialebene S auf der Region der 
hyperbolischen Punkte der Oberfläche 2 liegt, sind die beiden durch 
» gehenden gradlinigen Erzeugenden einer Oberfläche O zweiter 
Ordnung, welche in diesem Punkte den Wulst osculirt. Die Ober- 
fläche O ist selbst dann nicht bestimmt, wenn sie eine Rotations- 
fläche sein soll, und wir können dieselbe in dem Falle noch so er- 
mitteln, dass sie, mit dem Torus coaxial, diesen längs des Parallel- 
kreises P von p oseulirt. 

Die vert. Contour C dieses osculirenden Rotationshyperboloides 
ist eine Hyperbel, die in p’ den Kreis X osculirt und die Gerade 4” 
zur imaginären Axe besitzt. Für die Bestimmung des Mittelpunktes 
von Ü gelten verschiedene Constructionen, da es hiebei blos darauf 
ankommt, die auf 4” normale Tangente jener Parabel II zu bestimmen, 
welche A”, S, und die Normale mn des Punktes p’” zu Tangenten 
besitzt, und die letztgenannte Tangente in m berührt. 

Wir ziehen es indess vor, die vert. Projection A’ der Schnitt- 
punkte A,, A der beiden durch p gehenden gradlinigen Erzeugenden 
des osculirenden Hyperboloides O mit der Ebene seines Kehlkreises 
direct zu bestimmen. Die Construction des Punktes h’” ist sehr einfach. 
Schneidet p’’p’ die horizontale Gerade des Punktes m in b, so ist h’” 
der Schnittpunkt von S, mit nb. 

In der h. Projection erscheinen die gesuchten Tangenten als 
Tangenten 7’, 7’, der hor. Projection des Kehlkreises des Hyper- 
boloides. Beschreiben wir daher über A’p’ als Durchmesser einen 
Kreis und bringen diesen mit der von A’ auf die «-Axe gefällten Senk- 
rechten in A, %, zum Schnitt, so sind p’h’, p’h’, die ersten Pro- 
jectionen der gesuchten Haupttangenten des Punktes p. | 

Dass A’ in der That die vert. Projection der Punkte Ah, h, ist, 
in denen die gesuchten geradlinigen Erzeugenden von O den Kehl- 
kreis der osculirenden Oberfläche O schneiden, beweist Fig. 94. Wird 
daselbst die Normale mn mit 1, 2, die Spur S, mit 3, A” mit 6, die 
unendlich ferne Gerade mit 5 bezeichnet, und suchen wir diejenige 
Tangente 4 der Parabel II, die auf 6 normal steht, indem wir ihren 
Schnittpunkt A” mit 3 construiren, so treffen sich nach dem. Satze 
von Brianchon die Geraden 

2 3| AEG mM | 
56 PP 45| 
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im Punkte d, welcher mit 61 d. i. mit n verbunden eine durch 34 
gehende Gerade liefert.. ei 

Die durch 34 d. h. A’ parallel zur x Axe gezogene Gerade 
ist die gesuchte Tangente 4 und schneidet A” im Mittelpunkte o der 
Hyperbel €: Die Gerade h’o stellt uns daher in der That die zweite 
Projection des Kehlkreises des osculirenden Hyperboloides vor. 

Übrigens wäre es hinreichend gewesen bezüglich des in Rede 
stehenden Beweises einfach auf Fig. 15 hinzuweisen. 

24. Von einem Kegelschnitte C’ sind die Axen A, B der Lage 
nach und zwei Normalen N, N, (siehe Fig. 2a) gegeben; der Kegel- 
schnitt soll construirt werden. Wir suchen diejenigen Punkte p,p, von 
C, für welche N, N, Normalen des Kegelschnittes sind. Nach dem 
von uns in Fig. 2 bewiesenen Satze sind die Geraden A, B,N, N, 
Tangenten einer Parabel /I, deren Directrix D den Mittelpunkt o 
mit dem Pole s der gesuchten Secante pp, verbindet, und pp, ist 
ebenfalls eine Tangente dieser Parabel. 

Ferner wurde gezeigt, dass der Schnittpunkt m der Normalen, 
der Parabelbrennpunkt 9, der Pols und die Punkte p, p, auf einem 
Kreise X liegen, von dem ms ein Durchmesser ist. 

Der Parabelbrennpunkt wird mit Hilfe des Satzes, dass der 
Kreis, welcher einem durch drei Parabeltangenten gebildeten Dreiseit 
umschrieben ist, stets durch den Brennpunkt der Parabel geht, leicht 
construirt, und durch ihn ist auch (da D und op mit den Axen A, B 
gleiche Winkel einschliessen) die Directrix D bestimmt. 

Errichten wir in @ die Normale auf mo, so trifft diese D in s 
derart, dass der durch mgs gelegte Kreis X die Normalen N, N, in 
den gesuchten Fusspunkten p, p, Schneidet. 

Dieselbe Aufgabe kann auch nachfolgend gelöst werden. 

Wir bestimmen die Directrix D der durch die Tangenten A, B, 
N, N, (Fig. 2b) bestimmten Parabel IT, indem wir den Berührungspunkt 
von Il mit der unendlich fernen Parabeltangente nach dem Satze von 
Brianchon construiren, und auf die, diesen Berührungspunkt bestim- 
mende Gerade aus o die Normale fällen, Die gesuchte Secante pp, 
wird durch die Directrix D halbirt. Hieraus folgt, dass pp, auch 
die Tangente einer zweiten Parabel I/, sein muss, welche als En- 
veloppe der sämmtlichen Geraden, die von N, N, und D so geschnitten 
werden, dass ihre zwischen N, N, liegenden Strecken durch D halbirt 
werden, auftritt. Da nun IZ, die Geraden N, N,, D zu Tangenten 
haben wird, so kennen wir bereits drei gemeinschaftliche Tangenten 
der beiden Parabeln IT und IZ,, nämlich die Tangenten N, N, und 
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die unendlich ferne Gerade. Die vierte gemeinschaftliche Tangente 
wird die gesuchte Secante selbst sein, und wir erhalten dieselbe, 
wenn wir durch den Schnittpunkt m der gegebenen Normalen und 
durch die Brennpunkte 9, y, der Parabeln IZ, II, einen Kreis legen 
und die Schnittpunkte », p, des Kreises und der Normalen N, N, 
mitsammen verbinden; denn p, p, muss dem cit. Satze, das der Parabel 
umschriebene Dreiseit betreffend, eine Tangente beider Parabeln sein. 

Oder wir halbiren die Strecke n n,, welche durch die Normalen 
auf D bestimmt wird und verbinden den Halbirungspunkt e mit dem 
Schnittpunkt p der in n, n, auf die Normalen resp. errichteten Senk- 
rechten. Aus nahe liegenden Gründen ist c der Berührungspunkt 
von D mit IZ, und yec zu der gesuchten vierten gemeinschaftlichen 
Tangente der beiden Parabeln IT, TI, parallel.*) Wenn wir daher 
schliesslich die zu yc parallele Tangente der Parabel JZ zeichnen, was 
mit Hilfe des Brianchon’schen Satzes geschieht, so schneidet diese 
N, N, in den gesuchten Punkten p, p,- 


*) Eine unmittelbare Folge des Satzes: Zieht man von zwei Punkten, die auf 
zwei gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kegelschnitte liegen, die zwei 
Paare neuer Tangenten an sie, so liegen die beiden Schnittpunkte dieser 
beiden Paare mit dem Schnittpunkte der übrigen zwei gemeinschaftlichen 
Tangenten der Kegelschnitte in einer Geraden. 
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